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Vektorraum
Hean H:(ula"'vun)—r

Euklidisches Skalarprodukt

, ux€R

n
(u,v) = uevi
k=1

lullo = /(g u) = (| Y u?

Vektoren u, v € R" heiBen orthogonal, falls

Euklidische Vektornorm

(u,v)2 =0
Cauchy Schwarz Ungleichung

(4, v)2 < [|ull2]l[l2
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Matrix

AecR™" A= (A[i,j])ﬂjzl, A:R" - R"
Euklidische Matrixnorm
[ Aull2

u < 12
lull [Aull> < [[All2lull2

[All2="sup
0#u€R”

Frobenius Norm

IAIE =YD (ALD? Aullz < | Alellull2
i=1 j=1
Spektrale Konditionszahl einer invertierbaren Matrix
k2(A) = [[All2[| A7

Matrix V € R™ " heiBt orthogonal, falls

Viv=vVvTi=]eR™"
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Fiir orthogonale Matrizen folgt
IVTuld = (VTu Vi) = (V VT uu) = (uu) = |ul
und somit auch

A VTA
Al = sup MAdl _ o VAl
ozvern llullz  oruern  ull2

=[IVT Al

Fiir die Frobenius Norm gilt entsprechend
1Al = ZZ Ali, j1)? Z 1AL 11 = Z IVTALIZ = VT AlIZ
i=1 j=1 Jj=1
Invarianz beziiglich orthogonaler Transformationen
1Az = IVTAll2 = |AV]|2 = VT AV]|2

IAllF = [VTAllr = |AV|F = |V AV|F

Jl O Steinbach Mathematische Grundlagen SIMNET Kurs 24.-27.4.2006

4/16



u"n“‘ Institut fiir Numerische Mathematik I Ivla'!-

Eigenwert, Eigenvektor

Spektralradius

Eigenwerte A, (A) einer symmetrischen Matrix A = AT sind reell und die
zugehorigen Eigenvektoren sind orthonormal:

(V) = > vfvi =0 firk#j, (Vv =1

i=1

Folgerung: Fiir einen beliebigen Vektor u € R" gilt

n n
= wv, (uV) =D V), o= (u,vh)
k=1 k=1

n
ul3 = (u, u) = ZZW% ) =%
k=1

k=1 j=1
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Eine symmetrische Matrix A = AT heiBt positiv definit, falls alle ihre
Eigenwerte positiv sind.

Folgerung: Fiir einen beliebigen Vektor u € R" gilt

(Au,u) = (AZwkvu):Zw(Azkvu):Zka(A)(zkvu)
= Y M(AnZ = min (A ka nin A(A) (g, 1)

Rayleigh Quotient

. (Au, u)
A) < < A
(N AMA) S Ty S e Al > 0
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A symmetrisch und positiv definit
Avk =Nk, V=2, v eR™ VTV =
Dann gilt
AV = (Avt, ... AV") = (\vl, . ") = VD, D = diag(\(A))
Folgerung
n
VIAV =D, A=VDVT =) M (Av voT
k=1
Folgerung

Al = IVDV T [l = 1Dl = max [A(A)] = Amsc(A) = o(4)
Folgerung

1AllF = VDV Tllr = [ID]lF = | > (AR
k=1
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A symmetrisch und positiv definit

0 < An(A) < An_1(A) <.

- < X2(A) < Mi(A)

Rang r Approximation A, von A

A =) M(AFveT
k=1

Fehler .,
A—A= 0 AAfeeT

k=r+1

IA = All2 = V(D = D)V l2 = [[D — Dyll2 = Ars1(A)

> AP

k=r+1

IA= Al = V(D ~ D)V g =D~ Dl =
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Fir B € R™*" jst
A=BTBecR™"

symmetrisch und wegen

n

0 < ||Bul3 = (Bu, Bu) = (BT Bu,u) = (Au,u) = > _ Me(A)i
k=1

mit
AvF = Mk i = (u, V),

folgt
M(A) >0 firk=1,...,n

Faktorisierung

VTAV = VTBTBV = D = diag(\«(A))_;
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Wegen A (A) > 0 existieren die Singularwerte

ow(B) = \/M\(BTB)>0 firk=1,...,n

Insbesondere sei
ox(B) >0 firk=1,...,u <min{n, m}
Diagonalmatrix
5 = diag(ox(B))[n "™ e R™*"
Pseudoinverse

1 1
Yt =di 0,...,0) e R™"7"
Iag(O’l(B), ’UM(B)’ ) ’ )e

L, 0
Z+Z — H c Rnxn
0 O
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Faktorisierung
VIBTBV=D=%"%

Multiplikation mit ¥+ T € R™*"
yHTVIBTBY =% e R™X"

Dann ist
UTBV =%, U= BVt ecRm™m

Singuldrwertzerlegung

N
B=ULV' => ou(B)ukvhT
k=1
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Singuldrwertzerlegung
“w
B=ULV' = Zak(B)gkzk’T
k=1
Rang r Approximation B, von B (r < u)

B — Zo_k(B)HkMk,T
k=1

Fehler
1B = Bllz= [UX ~Z)V |2 = T~ Z/[l2 = 0,41(B)
I
1B =Bllr = IUE-Z)VTr == Zllr=,| > [ok(B)
k=r+1
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Rand 1 Storung einer reguldren Matrix
M=A+ab", AcR™", abeR"
Ansatz fiir inverse Matrix

M—l —_ A—l + aA—léQTA—l

Einsetzen
MM = [A'+aAtab"AYA+ab"]

= I4+aAtab" + A tab" + aA tab A tab"

= I+(a+1+ab A ta)AapT =
falls

1
a+l4+ab'Ata=0, a=—-———"—— b Ala£-1
- - 1+ QTA—la - a7
Sherman Morrison Formel
1
M71 — Afl o fAflngAfl
1+b A-la

Rang p Storung einer reguldren Matrix: Sherman Morrison Woodbury Formel
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Tschebyscheff Polynome
To(X) = 1, Tl(X) = X, Tk+1(X) = 2XTk(X) - kal(X)

e

Alternative Darstellungen

Ti(x) = cos[karccos x]  fiir x € [-1,1]

Tk(X) =

[(x FVR - D)F - (x+ \/ﬁ)—k}

N =
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Skalierung fiir 0 < a < b:

_b+a-2t

= € [-1,+1] firt € [a,b]

Skaliertes Tschebyscheff Polynom

= Ti(522) =
Ti(t) = Wg)’ Tk(0) =1
MinMax Eigenschaft
i pe(D)] = max |Ti(e)] = —1
min max = max = —
pe(6) pr(0)=1 ecfa] ¢ relab] < Ti(2t2)
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Auswertung von

Ti(x) = %[(X—&— VX2 -1+ (x+Vx2-1)7F], x= bta

b—a
Es ist
b+a b+ a 2
9 = x+vx b—1 " (b - a)
1
_ r [(b+a)+ Jb+aZ— (b= a)2}
Vb+/a
= b+a+2va }
b—a [ Vb—/a Va
und somit o
b+a 1 K g +1
T = — = —
Ky )=zl +al="5x
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