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Konvergenzabschatzung des Verfahrens konjugierter Gradienten

2q~
k 0
1 = x[la < Tt g €71
mit
VEa(A)+1 _1 Amax(A)
== k(A =|A:A =
(A 1 2(A) = [IAll2[[A7" ]2 Nooin (A)
Charakterisierung der extremalen Eigenwerte
o (Au,u) _ (Au,u) (Au, u)
Amin(A) = < < = Amax(A
o) = e @)~ (wa) w0 ()

Aus den Spektralaquivalenzungleichungen

of (u,u) < (Au,u) < cf'(u,u) firalleu € R"

folgt dann
A
_ Amax(A) 4
(A =5 0A) S
min (A) 51
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Beispiel: Projektionsverfahren (gleichmaBige Unterteilung)

/W\(X) e
X0 Xk—1 Xk Xk+1 Xn

u(x)pe(x)dx firéd=1,...,n

Zuk/sﬁk(x p(x
k=0

Lineares Gleichungssystem

O\H

1

Mou=f, Myt k] = / i) pe(x)dx

Abschitzung der spektralen Konditionszahl?
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Spektraldquivalenzungleichungen
(v, v) < (Mhy,v) < cY(v,v) fiir alle v € R
Zunachst ist .,
—3
k=0

Betrachten fiir beliebigen Vektor v € R™1

n n n n 1
(Mav,v) = Y Myl Klvieve = ViV / Pr(x)pe(x)dx
(=0 k=0 =0k=0
1
= /Z Viepr(x Z vepe(x

0

/1 [ = / ()]
0 =17
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Lokale Beitrage

Xi Xi 1 2
/[Vh(X)]2dX = / |:V,'_1 + E(X — X,'_l)(V,' — V,'_1) dx
17 )
= = / [vic1(xi — x) 4+ vi(x — x;—1)]" dx
1 h
= = / [Vi_1(h — x) + vix]? dx
0

1
= = / [v,-2_1(h — x)2 +2vi_qvi(h— x)x + v,-2x2]2 dx
0

h
h [v,-z_l +vi_1vi + v,2]

(D) ()

Jl O Steinbach Warum ist Vorkonditionierung notwendig? SIMNET Kurs 24.-27.4.2006

5/18



u‘i‘” Institut fiir Numerische Mathematik I Ivla'!-

Eigenwerte der lokalen Massematrix

M = (f ;) M=10=3

lokale Spektraldquivalenzungleichungen

S+ < [ [wGoPdx < Sl 4+ v

Xi—1

Fir
(Mhv,v) = Z /[vh(x)]2dx

ergibt sich dann

—hz v _6hZ[v, L+ V] < (Mpy,v) < hZ[v, 1+v2]<hz 2
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Spektraldquivalenzungleichungen
1
gh(v.v) < (Mpv.v) < h(v,v) fiir allev € R™?

Abschétzung der extremalen Eigenwerte

1
gh S )\min(Mh), )\max(Mh) < h

Abschatzung der spektralen Konditionszahl

)\max(Mh) h

ﬁz(Mh):WSh—m=6

Konvergenzabschitzung des Verfahrens konjugierter Gradienten (relativ)

k k
le“lla _ 24* _ gk =2 VEa(Mp) =1\ _, (V61
€0l = 1+ g% VEa(Mp) + 1 V6 +1
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Konvergenzabschatzung

k
—”QOHA <2.042¢ < c=10"°
1€°] 4

» zum Erreichen der relativen Genauigkeit £ = 1072 sind 23 Iterationen
ausreichend

> dies gilt unabhangig von der Dimension n

» analoge Ergebnisse gelten auch fiir héhere Raumdimensionen
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Beispiel: Projektionsverfahren (adaptive Unterteilung)

n=8,g=15

n n—1 n
. . _1
hiy1 = qhi = q'hy, § h,-:h1§ CI':h1C;_1 =1=h

Analog zum Fall einer gleichmassigen Unterteilung ergibt sich

—Zh[v_1+v]<(/\/lhvv Zh[v_1+v2]

i=1

und in der Folge

1
2 2
— min h; vi < (Mpu,u) < max h; %
6 i=1,...,n i=1,...,n
i=0 i=0
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Spektraldquivalenzungleichungen

1
= min hi(v,v) < (Mpyv,v) < max hi(v,v) fiirallev € R"?

6 i=1,...,n i=1,...,n

Abschatzung der extremalen Eigenwerte

1 1
“hy== min b < Ain(Mh),  Amax(Mn) < max hj=q" 'y
6 6 i=1,...,n i=1,...,n

Abschatzung der spektralen Konditionszahl

“max h;

I—l,...,n n—1

FLQ(Mh) S 6

Eaeel g
_min_h; 9

i=1,...,n
Verdoppelung der Freiheitsgrade (n — 2n)
K2(Mpy2) = q"k2(Mp)

Verbesserung des Konvergenzverhaltens: Vorkonditionierung
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Lineares Gleichungssystem
Ax =1f (A symmetrisch und positiv definit)
Transformiertes lineares Gleichungssystem
B7'Ax = B™'f (B symmetrisch und positiv definit)

Nachteil: transformierte Matrix B~ A nicht symmetrisch
Faktorisierung

B =BY?2BY2 B7Y2—(BY2)71 (B2 symmetrisch und positiv definit)
Transformiertes lineares Gleichungssystem

B—1/2/48—1/281/2K _ B—1/2£

AX =f

A symmetrisch und positiv definit — Anwendung CG Verfahren
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Initialisierung
~0 ~0 ~0 _ ~0  ~ ~0 ~0
r=Ax—f, p=r, o=(,r)

Transformationen
Z: B_1/2AB_1/2, ’)Z: Bl/QX7 f: B—1/2£’ E: 81/22
Residuum

FP=A—f=B"A" — =B PP =AL—f

%= ()= (B7?°, B0 = (B0, %) = (W, r°), V=B

Suchrichtung

~k+1 1, 3~k
P = + BkP

1/2 k+1 —1/2 k+1 | 72 R1/2 k

B/B+ = B/£++5kB/E
k+1 —1 k+1 | 3 .k k+1 , 3k k+1 —1 k41
Pt = BT 4 Bpt = v+ Bept, VT =BT
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Vorkonditioniertes Verfahren konjugierter Gradienten

Fiir eine beliebig gegebene Startniherung x° € R" sei r® = Ax® — f.
Berechne v0 = B71r0, p® := V0, go = (v, r0). Stoppe, falls go < €% mit
einer vorgegebenen Fehlergenauigkeit € erreicht ist.

Berechne fir k =0,1,...,n—2:

k _ Ak _(k ok _ Ok

s = Ap~, ok = (s*,p"), ak = —
P P ox

XM = X — aypt

rk+l = rk — qy sk

vkl = g1kt

Ok+1 ‘= (1k+17 £k+1)

Stoppe, falls px41 < €209 mit einer vorgegebenen Fehlergenauigkeit &
erreicht ist. Berechne andernfalls die neue Suchrichtung

k1 . k+l k . Okt
E =V + ﬁkB 5 ﬂk =
Ok
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Satz .
2
~k  ~ q ~0 ~
X" =Xz < qukllz — Xz
mit
) ;Z\ +1 ~ Amax Z A
o(A) 1 AinlA)
mit

S (0,0) < (ALT) < A (4,1) firalled € R

Riicktransformation

Z: B*1/2A371/2, E: Bl/2H

c17‘ (Bu,u) < (Au,u) < c2Z (Bu,u) firalleueR"
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Definition: Seien A, B € R"™" symmetrische und positiv definite Matrizen.
B heiBt Vorkonditionierung zu A, falls

» Spektralaquivalenzungleichungen
612\ (Bu,u) < (Au,u) < C27\ (Bu,u) fiir alle u € R"
mit _
o
—-< = constant (unabhingig von n)
a

> effiziente Anwendung von v = B~ 1r
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. 0. Steinbach

Beispiel: Projektionsverfahren (adaptive Unterteilung)

6Zh[v,1+v2]< (Mpv,v) < Zh[ 2+ V7]

i=1
Durch
n—1
Zh[v, 1+ V] = e —|—Z(h + hiy1)V? + hyv? = (Dhy, v)
i=1 i=1

wird Diagonalmatrix definiert:

Dy = diag(hy, by + ha, . . . hp1 + hn, hy)

Spektraldquivalenzungleichungen

1 1 _
E(th,z) < (Mpv,v) < E(th,zh ko(Mp) <3
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Beispiel: Poisson Gleichung (d = 1)
2 -1
-1 2 -1
K, = 1 -1 e R(=Dx(n-1)
h
-1
-1 2 -1
-1 2
Eigenwerte
4 k
M(Kp) = % sin? 2—:
Extremale Eigenwerte
4 T 4 T 4 72
)\maX:)\n:ES|n2§:E, )\mm—)\]_:—sln Z%zm—ﬂzh
Spektrale Konditionszahl
)\maX(Kh) 4/h 41 4
K ~ = ——— = —
r2(Ky) < m,n(Kh) m2h w2 h2 g2 n

. 0. Steinbach
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Wahl der Vorkonditionierung
» widerspiegelt partielle Differentialgleichung
» effiziente Realisierung von v = B~1r
» Nachweis der Spektralaquivalenzungleichungen

> unabhédngig von Diskretisierung
> problemabhingigen Parametern (Geometrie, Materialparameter)

v

mogliche Vorkonditionierungen

» Diagonalvorkonditionierung — adaptive Netze
algebraische Methoden (ILU)

strukurierte Matrizen (zirkulant, FFT)
basierend auf physikalischer Problemstellung
Mehrgitterverfahren (geometrisch, algebraisch)
Hierarchische Matrizen

VY VY VvV VvYYy
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