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Dieser Text ist kein ausgefeiltes Skriptum und schon gar kein Lehrbuch. Es
handelt sich um Notizen zu einer erstmals im Sommer 2014 von mir gehaltenen
Vorlesung, deren Inhalt unter anderem auf fritheren Vorlesungen von Univ.-Prof.
Dr. Jussi Behrndt und auf den Lehrbiichern [K, Wei, Wer| basiert. Fehler sind sehr
wahrscheinlich, werden auf Hinweis aber gerne behoben. Ein empfehlenswertes,
sehr aktuelles Buch zu den Inhalten dieser Vorlesung und auch weiterfithrend (in
englischer Sprache) ist die Monographie [S].



Kapitel 1

Abgeschlossene Operatoren

Die in der Einfiihrung in die Funktionalanalysis behandelten Operatoren sind in
der Regel beschréankt — ganz im Gegenteil zu vielen in den Anwendungen auf-
tretenden Objekten wie z.B. Differentialoperatoren. Daher beschiftigen wir uns
in diesem Kapitel mit einer allgemeineren Klasse, der Klasse der abgeschlossenen
Operatoren.

Es seien (X ||-||x) und (Y, ||-|ly) normierte Radume (iiber R oder C). Fiir einen
linearen Operator T" von X nach Y bezeichne dom T C X den Definitionsbereich
von T'. Ist dom T = X, so schreiben wir T": X — Y, anderenfalls

T:X DOdomT —Y.

Wir sagen gelegentlich, T' sei ein Operator in X, und meinen damit X =Y und
domT C X. Auferdem setzen wir

L(X,Y):={T: X — Y linear und stetig}
und schreiben £(X) statt £(X, X). Wir setzen auferdem
ranT :={Tz:z €domT} CY
(Bild von T') und
ker T :={x € domT : Tx =0} C X

(Kern von T).
Sind S : X DdomS — Y und T : X D dom7T — Y lineare Operatoren, so
definieren wir

(S+T)x:=8Sx+ Tz, dom(S+7T):=domSNdomT.
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2 1 Abgeschlossene Operatoren

Wir schreiben S C T, falls domS C dom7 und Sx = Tz fir alle z € dom S
gilt. Ist Z ein weiterer normierter Raum und R : ¥ D dom R — Z ein linearer
Operator, so setzen wir

(RS)z := R(Sz), dom(RS):={x € domS: Sz € domR}.

Erinnerung: Ein linearer Operator 7" ist genau dann stetig, wenn er beschrankt
ist, d.h. es existiert C' > 0 mit

|Tx|ly < Cllz||x Ve domT. (1.1)
Auf L£(X,Y) ist eine Norm gegeben durch
T :=inf{C > 0: (1.1) ist erfilllt} = sup | Tz

(L(X,Y), || -|) ist ein Banachraum, falls Y ein Banachraum ist. Es gilt der

Satz (von der Neumannschen Reihe). Ist T € L(X) und konvergiert die Reihe
Yo I in L(X), so ist I — T injektiv und es gilt

(I-T)" = iT” e L(X).

Falls ||T|| < 1, so konvergiert Y~ T" stets in L(X).

(Hinweis: T° := I, Identitétsoperator)
Wir schreiben Elemente aus X x Y als {z,y} (wobei z € X und y € V) und
verwenden die Standard-Norm

{z v = llzllx + [[ylly, {z,y} € X xY,
auf X xY.

Definition 1.1. Ein linearer Operator 7' : X D domT — Y heifst abgeschlossen,
falls der Graph von T

G(T) :={{z, Tz} v €domT} C X xY
ein abgeschlossener Unterraum von X x Y ist. Wir setzen
C(X,Y):={T:X DdomT — Y abgeschlossen}
und C(X) :=C(X, X).



Merke:

e Begriff abgeschlossener Operator passt nicht zu offene Abbildung (bildet i.A.
nicht abgeschlossene Mengen auf abgeschlossene Mengen ab)

e C(X,Y) kein Vektorraum, z.B. Summe von abgeschlossenen Operatoren i.A.
nicht abgeschlossen.

Lemma 1.2. Fir einen linearen Operator T': X D domT — Y sind dquivalent:

(i) T ist abgeschlossen;
(i)

T, — x in X und To—y.

(n)n C domT } { r € domT und
—
Tr, -y inY

Sind X und Y Banachriume, so sind (i) und (ii) dquivalent zu
(iii) (domT, || - ||lz) mit der Graphennorm
\|z||7 = |z||lx + |Tz|ly, =€ domT,
15t vollstandig.

Beweis. (1) = (ii): Sei T abgeschlossen und (z,), C dom7 mit z, — x und
Tz, — y. Dann gilt {z,,, Tx,} — {z,y} in X XY, und da G(T') abgeschlossen in
X x Y ist, folgt {z,y} € G(T), also x € domT und Tz = y.

(ii) = (i): Gelte (ii) und sei ({zn,Tx,}), eine Folge in G(T') mit

{zn,Tx,} = {z,y} € X xX Y.

Dann x € domT und Tz =y, also {z,y} € G(T'). Somit T" abgeschlossen.
Seien nun X,Y Banachridume. (ii) = (iii): Sei (z,), C domT Cauchyfolge
bzgl. || - ||7. Zu jedem & > 0 existiert also N € N mit

[0 = Zmllr = |20 — Zpllx + [ T2 — Tonlly <€ Vm,n>N.

Daher sind (z,), und (T'x,), Cauchyfolgen in X bzw. Y und haben Grenzwerte
x bzw. y: x, — x in X und T'z,, — y in Y. Wegen (ii) ist dann « € dom 7" und
Tx =y, also

|xn — z||r = |lzn — zl|x + | Tz — Tx|ly = 0, n— oc.

(iii) = (ii): Ubung. O
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Korollar 1.3. Es gilt L(X,Y) C C(X,Y).

Beweis. Sei T € L(X,Y) und (x,), C domT = X mit z,, — = und T'z,, — y.
Dann ist (trivialerweise) x € domT und Tz = T(lim, e z,,) = lim, oo Tz, =
Y. 0

Beispiel 1.4 (“C(X,Y) ¢ L(X,Y)”). X =Y = (C([0,1]), ]| - [|o0),
Tf=f, domT =C"([0,1]).
(Details: Ubung.)

Satz 1.5 (vom abgeschlossenen Graphen). Es seien X und Y Banachrdume und
T:X DdomT — Y ein abgeschlossener Operator. Falls domT abgeschlossen in
X ist, ist T stetig. Insbesondere

domT =X =T € L(X,Y).

Beweis. Sei domT C X abgeschlossen, d.h. (dom T, || - ||x) ist ein Banachraum.
Da T abgeschlossen ist, ist auch (G(T), || - [|xxy) ein Banachraum. Definiere

P:G(T)—domT, {z,Tx}w— x
und
Q:6(T)—=Y, {z,Tx}w— Tz

P und @ sind linear und beschréinkt, P ist injektiv. P auch surjektiv: Fiir z €
domT ist {z,7z} € G(T) und P{z,Tz} = z. Also ist P ein bijektiver, stetiger
linearer Operator zwischen Banachrdumen. Daher (Konsequenz aus dem Satz von

der offenen Abbildung) P~ € £(domT,G(T)). Also
T=QoP':X>domT =Y
stetig. ]

Es gilt sogar folgender Satz:

Satz 1.6. Sind X,Y Banachrdume und ist T : X D domT — Y ein linearer
Operator, so folgt aus je zwei der folgenden Aussagen die dritte.

(i) T ist abgeschlossen;



(ii) dom T ist abgeschlossen;
(i) T ist beschrankt.
Beweis. Ubung. ]
Beispiel 1.7. X =Y = L*(—1,1),Tf = f/,
domT = {f € L*(—1,1) : f absolut stetig auf [-1,1], f' € L*(—1,1)}.
Dann ist 7" ein abgeschlossener Operator. (Beweis unten)
Erinnerung:

e f:a,b] — C heist absolut stetig auf [a,b], wenn zu jedem € > 0 ein § > 0
existiert mit

D_IF ) = Flay)l <e

fiir jedes n € N und jedes disjunkte System von Intervallen
(Oél, 61), ... (O[n, ﬁn) - [a7 b]

mit 377, (85 — ) < 0.

e Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung: Sei f : [a,b] — C stetig.
Dann sind dquivalent:

(i) f ist absolut stetig;
(i) Es existiert h € L'([a,b]) mit

f(x)—f(a):/xh(t)dt, v € [ab. (12)

In diesem Fall ist f fast iiberall differenzierbar mit f' = h f.ii.

Beweis zu Beispiel 1.7. Sei (f,), € domT mit f, — fund f/ = Tf, — ¢ in
L?*(—1,1). Fiir alle n € N gilt

fo(x) = fu(—1) + /j fr()dt, xe[-1,1]. (1.3)
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Idee: Zeige, dass (f,(—1)), konvergiert und setze

xT

= lim f,(—1) und k(z) :on—/ g(t)ydt, zel]-1,1]; (1.4)

n—00 1

zeige dann k = f.
Wir definieren h, () := [*, f/(t)dt und erhalten fiir alle z € (—1,1)

mwﬁﬁwaU?ww—mww
s/ﬂmw W</|f (1)t
s R

:\/_an_gH%O? n — oo,

wobei || - || die Norm in L?(—1,1) ist. Insbesondere
h —/ g(t)dtH — sup |hn(@) —/ g(t)dt‘ 50, nooo.  (L5)
-1 o ze(—1,1) -1
Auferdem
A0 = ) o) = [ 0t~ )+ [ g
also

ful=1) = fn(=1)] TE % </_11 fu(—1) — fm(—1)|2dt> :

1 1/2
:%‘me—mw+%@—mw%)

1

1 1

—0 (n,m—o0)

— Bl (1.6)



Aus (1.5) folgt zudem

1 1/2 1 1/2
||hm—hn||=(/ |hm<t>—hn<t>|2dt) s(/ ||hm—hn||iodt) S0
-1 -1

fir n,m — oo. Also folgt aus (1.6), dass (f,(—1)), eine Cauchyfolge in C ist.
Insbesondere ist « in (1.4) wohldefiniert. Da g € L*(—1,1) C L*(—1,1), ist auch
k wohldefiniert und absolut stetig, & € L*(—1,1), ¥ = g € L*(-1,1). = k €
dom T, Tk =g.

Zeige noch k = f:

1 1/2
o=kl = ([ 150~ kP ) < VaIS ~ Kl

Fa(=1) + ho(2) — / g(t)dt

-1

(1_'5;0, n — o0.

= f=kedomT, Tf =g =T abgeschlossen. [

Lemma 1.8. Ist T : X D domT — Y ein linearer Operator, so ist T stetig als
Operator von (domT, || - ||7) nach Y.

Beweis. |Tx|ly < ||z||x + ||Tz|y = ||=|r fir alle z € dom T O

Definition 1.9. Ein linearer Operator T : X D domT — Y heiltt abschliefsbar,
falls der Abschluss des Graphen G(7T) in X x Y wieder Graph eines linearen
Operators ist. Der zugehérige Operator 1" heifst Abschluss von T

Bemerkungen:

e Der Graph eines linearen Operators ist stets ein Untervektorraum von X xY;
ebenso der Abschluss des Graphen

e Ein Untervektorraum U von X X Y ist genau dann Graph eines linearen
Operators, wenn {0, y} € U impliziert y = 0. “=": klar. “<": U nicht Graph
eines linearen Operators = Jx € X, y1,y2 € Y, y1 # Yo, mit {z,y1} € U
und {z, .} € U. Also {0,y1 — yo} = {x, 11} — {z, 92} € U.

Lemma 1.10. Es se: T : X D domT — Y ein abschlieffbarer linearer Operator.
Dann gilt fir {x,y} € X XY

z € domT und Tx = y <= 3I(x,), CdomT mit x,, — x, Tz, —y.
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Beweis. Folgt direkt aus der Definition von 7. m

Lemma 1.11. Ein linearer Operator T : X D domT — Y ist genau dann ab-
schlief$bar, wenn

(xn)n C domT
Tn — 0 in X und } —y=0.
Tr, -y Y
Beweis. T nicht abschlieRbar = Jy # 0 mit {0,y} € G(T) = (), C domT
mit {z,, Tx,} — {0,y}, also gilt die Folgenbedingung nicht.
Gilt die Folgenbedinungung nicht, so existiert (x,,), C dom7T mit z,, — 0 und
Tx, — y # 0. Dann {0,y} € G(T'), also T nicht abschliekbar. O

Beispiel 1.12. Betrachte den linearen Operator T : ¢2 D domT — C, definiert
durch

T(a™), = Zna(”), domT = {(a'™),, € *: AN € N mit o = 0¥n > N} .
n=1

Dann ist 7" nicht abschliefbar: Betrachte die Folge der Folgen
x1 = (1,0,...),29 = (0,1/2,0,...),23 = (0,0,1/3,0,...),--- € domT.

Dann gilt
o " 1
[EAIES :Z|:U,(~C 2 = 5 —0 und |Tz,—1=0—0, k— oo.
n=1

Daher (zy)r C dom T, xx — 0 und Tz — 1 # 0.



Kapitel 2

Spektrum und Resolventenmenge

Ein wesentlicher Bestandteil der Analysis beispielsweise der Differentialoperatoren
in der Quantenmechanik besteht in der Untersuchung des sogenannten Spektrums,
einer Menge von reellen oder komplexen Zahlen A, fiir die sich der Operator 7" — A
“irregular” verhalt.

In diesem Kapitel ist (X, ||-||) stets ein Banachraum iiber K := R oder K := C.

Definition 2.1. Es sei 7' € C(X). Dann bezeichnet
p(T):={reK:(T-N""eLX)}
die Resolventenmenge von T'. Das Spektrum von T' ist definiert als
o(T) =K\ p(T).

Beispiel 2.2. (i) Ist A Eigenwert von T, d.h. es existiert x € domT, = # 0,
mit (7' — X\)z = 0, dann existiert (T"— A)~! nicht, also A € o(T).

(i) Ist X = C" und T € L(X) (also T darstellbar als n x n-Matrix), dann
(T —M\)~! € L(X) genau dann, wenn \ kein Eigenwert von T ist.

Satz 2.3. Es sei T € C(X). Dann gelten folgende Aussagen.
(i) p(T) ist offen und o(T') ist abgeschlossen.
(ii) Die Abbildung
R:p(T) = LX), RN = (T=N",

ist analytisch, kann also lokal als Potenzreihe mit Koeffizienten in L(X)
geschrieben werden.
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Beweis. (i) Sei A\g € p(T). Dann gilt (T'— X\g)~! € £L(X) und fiir X € K folgt

T—A=(T=X)+MN=A)=T=X)I=A=2)T=x)"). (21
Waihle A € K mit [A— Xo| < ||(T'— Xo) Y| ™% Dann ||(A—Xo)(T — Xo) Y| < 1, also
(Satz von der Neumannschen Reihe) I — (A — \g)(T — \g) ™! injektiv und

(1= (A=) (T = Xo)~ f: A=) (T — X)) )" € L(X).

Daher folgt
(T =2 (= (A= 2)(T = 2) ) HT = Mo) € L(X),
dh. A eK: ] A=Xo| < [(T=Xo)HI7'} C p(T). = p(T) offen = o(T) = K\ p(T)

abgeschlossen.
(ii) Aus dem Beweis von (i) folgt fiir A € K mit |A — Xo| < ||(T — o) 7|

R()) = i A= X)(T = 2) ) (T = o)

=3 = 20)" (T = 20)™)"
n=0

Satz 2.4. Es sei T € L(X). Dann gelten
(1) |A] < ||T)| fir alle X € o(T'). Insbesondere ist o(T) kompakt.

(i) Ist X # {0} Banachraum iber C, so ist o(T) # 0.
. ) , 0 1
Beachte: (ii) falsch fir K=R, z.B. X =R*T = 1 0)

Beweis. (i) Wir zeigen: |[A| > ||[T]| = X € p(T). Fir A € K mit [A| > ||T|| gilt
namlich

(T —\) = A(AT I) A(I—%T)



11

und wegen ||;7'|| < 1 folgt (Neumannsche Reihe)

1 1 \-1
T-N"=-5(1-57) eLx),
also A € p(T). = o(T) Cc {N e K: |\ <||T||}. Satz 2.3 (i) = o(T) kompakt.

(ii) Fir T'= 0 ist o(T) = {0}. Sei also T' # 0. Angenommen o(T) = {), also
p(T) = C. Dann ist A — R(\) = (T'— \)~! analytisch auf ganz C (Satz 2.3 (ii)).
Sei F': L(X) — C linear und stetig. Dann ist F'o R : C — C eine ganze (d.h. auf
ganz C analytische) Funktion.

F o R ist beschrankt: Fiir A € C mit |A| > ||T]| gilt

sl =57)7

und dann (wieder Neumannsche Reihe) (I — 7))~ = > (3T)", folglich

[(Fo RYN)| < [FINT =2~ = (£l

1 1

1 o= 1,." 1
((Fo YN < Il 3 |57 = 1Pl = = WPl
7 2 I3 T=F1T =T

Insbesondere ist fiir A mit |A| > 2||T'|| dann |\ — ||T|| > ||7"|| und daher

(Fo R)(N)| < H

so dass F'o R auf {\ € C: |\ > 2||T||} beschrénkt ist. Als stetige Funktion ist
F o R auch auf der kompakten Menge {\ € C: |\| < 2||T'||} beschrénkt. Also ist
F o R eine beschrinkte, ganze Funktion und daher nach dem Satz von Liouville
konstant. Daher folgt fiir A # 0

F(I''=(T-X"")=0

fiir jedes lineare, beschriankte Funktional F' : £(X)) — C. Es folgt (Konsequenz
aus dem Satz von Hahn-Banach)

T'—(T—XN""'=0.

Anwendung des beschriankten, auf ganz X definierten Operators T(T — \) auf
diese Gleichung liefert 7' — AXT~! — T' = 0 und damit I = 0, ein Widerspruch, da

X # {0} O
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Definition 2.5. Es sei T € £(X). Dann heiftt
inf |77/
neN

Spektralradius von T

Per Definition gilt inf,cy |77/ < ||T|| fiir jedes T' € £(X), im Allgemeinen
aber keine Gleichheit (siche Ubung).

Lemma 2.6. Fiur T € L(X) gilt
inf |77V = lim ||77||*/".
eN n—o0

Beweis. Fiir T = 0 klar. Sei T' # 0. Setze a,, := ||T"||. Dann 0 < a,10m < @plp,.
Wir miissen zeigen

lim Va, = inlf\I Va, = a. (2.2)
ne

n—oo

Sei ¢ > 0und N € N mit {/ay < a + . Weiter sei b := max{ay,...,ay} > 0.
Schreibe n € N als n = kN +r mit k € Nund 1 <r < N. Dann gilt

an = (apn4r) " < (apna,) " < (afa,)V™ < a’fv/nbl/" = (an )N 5 pt/n
NE_q

< (a~|—6)%bl/" =(a+e)(a+e)nw pm
= (a+¢e)(a+e)"/mV" < a4 2
|\ —

~1 fir n grof

fiir alle hinreichend grofen n € N. (Beachte, dass r zwar von n abhéngt, aber
beschrankt ist.) Daraus folgt

| an, —a| = Va, —a < 2e

fiir alle hinreichend grofsen n € N. Es folgt (2.2) und damit die Aussage des
Lemmas. 0

Verscharfung von Satz 2.4:
Satz 2.7. Se: T € L(X). Dann gelten

(i) [A| < infuen ||[T™||M™ fiir alle X € o(T).
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(ii) Ist X # {0} Banachraum iber C, so existiert X € o(T') mit

A] = inf 77V
neN
Beweis. (i) Sei |A| > inf,ey || T"]|*/". Da

i Iy"
i [[(5)

konvergiert die Reihe Y7 [|(%)"]| (Wurzelkriterium). Da im Banachraum jede
absolut konvergente Reihe konvergiert, ist (Satz von der Neumannschen Reihe)
T — X ==X — L) injektiv und

e S (AR

l/n 1
£l 1/n < 1
|/\| 7116N|| |

= Xep(T).

(ii) Setze ro := max{|A| : A € o(T)} (wohldefiniert wegen Satz 2.4 (ii)). Dann
ro < infuey [|T7||Y™ nach (i). Sei |p| > ro und F : £(X) — C linear und stetig.
Dann ist die Funktion

AeC: A >r} 220 F((T—N)7)

analytisch und fiir [A| > inf,ey ||[T7|V/" gilt (Beweis von (i))

o0

F(T - 3)1) = -

1
)\nJrl

F(T™).

Die Reihe konvergiert auf dem groften offenen Kreisring (da “inverse” Potenzreihe;
bzw. substituiere z = 1/)), auf dem die Funktion analytisch ist (vgl. VL Komplexe
Analysis), also auf dem Auféeren der Kugel vom Radius 7y um null, insbesondere
fiir A = p. Daher lim,, unﬂ —=F(T")=0.= ( n1+1T") konvergiert schwach gegen

null in £(X). = es existiert K > 0 mit || -2+ T || < K fiir alle n € N, also
771 < Kl >, n > oo

= inf,en |T7]|V™ < |p|. Da |u| > 7o beliebig, folgt inf,ey ||77]|Y/" < ro. Also
insgesamt inf, e | 77]|*™ = ro. O
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Proposition 2.8. Es sei X ein Hilbertraum und T' € L£(X) normal, d.h. TT* =
T*T. Dann qilt

ing 17717 = 17,
Beweis. Fur S € L(X) gilt auch S* € £(X) und [|S*|| = ||.S]|. Somit gilt

IS*SI< 1SSl = I1S]I* = sup ||Sz||* = sup (Sz, Sx)

el <1 Jall <1
= sup (5"Sz,x) < sup [|S"Sz|l[lx] < [|S7S]],
Jall<1 Jall <1

also [|S]|? = ||5*S]|. Es folgt fiir normales T € L(X)
S=T? * * * AT k sk
1722 7= (2*) 7% = | T TT"T|| = |[(T"T)"T"T|
=TT = (TR

somit || 72| = ||T||%. Durch Wiederholung dieser Prozedur folgt induktiv |72 =
|T||2" fiir alle k& € N. (Nutze, dass T™ fiir jedes n normal ist.) Also

inf [|771/" P2 dim (|77 = lim (|72 = |7
neN n—o00 k—oo

Definition 2.9. Es sei 7' € C(X). Dann heifst
o 0,(T):={N e K:ker(T — \) # {0}} Punktspektrum von T,

e o.(T) :={N € K: ker(T — \) = {0},ran (T’ — \) = X,ran (T — \) # X}
stetiges Spektrum von T und

e 0,(T) :={NeK:ker(T'-)) = {0}, ran (T — \) # X} Restspektrum von T
Aufserdem nennen wir A\ € K Punkt requldren Typs von T', wenn
ker(T — \) = {0} und (7 — \)~' beschriinkt ist.
Die Menge der Punkte reguldren Typs von T' bezeichnen wir mit (7).

Das Punktspektrum ist genau die Menge der Eigenwerte von 7.
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Beispiel 2.10 (Spektralpunkte, die keine Eigenwerte sind). X = 2, T(x,), =
(2/n)n, domT = (2. Dann 1/n € 0,(T) fiir alle n € N\ {0}, da Te,, = 1/n - e,,
wobei e, = (0,...,0,1,0,...) mit 1 an der n-ten Position. Da ¢(T") abgeschlossen
ist, folgt 0 € o(7"). Aber 0 ¢ 0,(T). (Man kann sich iiberlegen, dass 0 € o.(T').)

Proposition 2.11. Fir T € C(X) gelten die folgenden Aussagen.
(i) A€ p(T) & T — X bijektiv;

(i) o(T) = 0p(T) Uoe(T) U o (T);

(iii) p(T") C r(T);

)

)

(iv) Fir A € r(T) ist ran (T — \) abgeschlossen;

(v) Fiir A € a.(T) ist (T — \)™' unbeschrinkt.

Beweis. Bemerke zuerst, dass fiir A € K mit ker(7— A\) = {0} der Operator
(T — M)~ stets abgeschlossen ist, da 7" abgeschlossen ist.

(i) “=" folgt aus der Definition von p(7"). Ist umgekehrt 7" — A bijektiv, dann
ker(T'— \) = {0} und daher existiert (T'— \)~!, ist abgeschlossen und auf ganz X
definiert. Nach Satz 1.5 vom abgeschlossenen Graphen folgt (7' — \)~! € £(X).
Damit A\ € p(T).

(ii) Es ist klar, dass die drei Mengen rechts disjunkt sind und dass die Inklusion
“D" gilt. “C”: Sei A ¢ 0, (T)Uo(T)Jop(T). Dann ker(7'— A\) = {0} und ran (7' —
A) = X, also T — X bijektiv und nach (i) A € p(T).

(iii) klar.

(iv) Fiir A € r(T) ist (T'— X\)~! abgeschlossen und beschrénkt, also ist nach
Satz 1.6 ran (T — \) = dom (T' — \)~! abgeschlossen.

(v) Sei A € a(T). Wire (T — X\)~! beschriinkt, so wire A € 7(T') und nach (iv)
ran (7" — \) abgeschlossen, Widerspruch! [

Beispiel 2.12 (0(T) =0, K= C). In X = L?(0,1) setze T'f := i f’ mit
domT = {f € L*(0,1) : f absolut stetig, f' € L*(0,1), = 0}

Dann ist T" abgeschlossen (vgl. Beispiel 1.7). Fiir jedes A € C gilt

(T=NH)() = —i/o M=) f(s)ds, f e L*0,1),

somit (T — \)~' € L(X) fiir alle A € C. = p(T) = C.
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Proposition 2.13. Es sei X ein Hilbertraum und T € L(X) normal. Dann gelten
die folgenden Aussagen.

(i) on(T) = 0;

(ii)) A € o(T) < es existiert (x,), C X mit ||z,]| = 1 fir alle n € N und
(T — N)z,|| = 0, n = co.

Beweis. (i) Da T — X normal ist mit (T — \)* = T* — A, gilt fiir alle x € X
(T = Nz ||* = (T" = AT = Nz, z) = (T = A(T* = Nz, ) = [(T* = Nz,

woraus ker(T — \) = ker(T* — )) folgt. Sei A € K beliebig und y € (ran (7' — \))*.
Dann gilt fiir alle x € X

0= (4, (T = M) = (T" = Ny, o).

also y € ker(T* — \) = ker(T — \). Falls ran (T' — \) nicht dicht ist, ist damit
ker(T'— X) # {0} und dann X € 0,(T), also niemals im Restspektrum.

(ii) “=" Ist A € 0,(T'), wihle z,, = z als normierten Eigenvektor zu \. Ist
A € 0.(T), so ist nach Proposition 2.11 (v) (T'— X\)~! unbeschréinkt. Also existiert
zu jedem n € N ein 2, € dom (T — \)~! mit ||(T — N)7'2,.|| > n|2.]|- Setze

(T — M)z,

n = s N.
T S
Dann gilt ||x,|| = 1 fir alle n € N und
" 1
N = N = el 1

(T =Xzl

fiir alle n € N.

“<". Es existiere eine Folge wie in der Aussage. Falls T' — X injektiv ist, im-
pliziert das Unbeschriinktheit von (7' — A\)~! und dann \ € o.(7T'); anderenfalls
A€ op(T). O



Kapitel 3

Symmetrische und selbstadjungierte
Operatoren

Selbstadjungierte Operatoren haben besonders giinstige Spektraleigenschaften und
spielen eine wichtige Rolle in der Physik. In diesem Kapitel lernen wir ihre grund-
legenden Eigenschaften — und dass man sie von “nur symmetrischen” Operatoren
unterscheiden muss.

Von diesem Kapitel an ist fiir den Rest der Vorlesung stets H ein Hilbertraum
iiber K = R oder K = C mit Skalarprodukt (-,-) und zugehéoriger Norm || - ||

Definition 3.1. Es sei S ein dicht definierter Operator in ‘H, d.h. dom S = H.
Dann ist der zu S adjungierte Operator S* definiert durch

dom S*:={g € H :3¢' € H mit (Sf,g) = (f,¢') Vf € dom S},
S*g:=¢.

Bemerkungen. (i) S* ist wohldefiniert: Ist ¢ € domS* und sind ¢, ¢” € H
mit

(Sf.9)=(f.¢") uwnd (Sf,g)=(fg") Vfedoms,

dann (f,¢' — ¢") = 0 fiir alle f € dom S. = ¢’ — ¢” € (dom S)*+ = {0}, da
dom S dicht in H. Auferdem ist S* linear (leicht).

(ii) Fir S € L(H) ist dom S* = H, denn fiir jedes g € H ist das Funktional
H > f— (Sf,g) stetig und nach dem Satz von Fréchet—Riesz existiert ein
g € H mit

(Sf.9)=(f.¢) YfeH.

17
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(Dann automatisch S* € L(H), da S* abgeschlossen; vgl. Proposition 3.3.)
(iii) dom S* = {g € H : f — (Sf,g) stetiges Funktional auf dom S} (Ubung)

Im folgenden Lemma ist H x H mit dem Standard-Skalarprodukt

{f Y99y =+ (fd), {f, g9} eHxH,

ausgestattet und () bezeichnet das Orthgonalkomplement in H x H.
Lemma 3.2. Esseild : HxH —H X H,
U{h,n'} :={n,—h}, {hh}eHxH.

Dann gilt G(S*) = (UG(S9))r = U(G(S))* fir jeden dicht definierten linearen
Operator S in H.

Beweis. Erste Gleichheit:

G(S*)={{9,9} e HxH:(Sf,g9)=(f,¢) Vf € dom S}
=g gt e xH ({Sf,—f},{9,9}) =0Vf € dom S}
={{g, g} e HxH: (U{f,Sf} {9,9'}) =0Vf € dom S}
= (UG(9))

Fiir die zweite Gleichheit beachte U* = —U =U" € L(H x H). Daher weiter

G(S") ={{g. 9 eHxH:({f Sf}, —-U{g,4'}) =0Vf € domS}
= {U{n Y bW} € Hx 1, ({f,Sf},{h,'}) =0 V[ € dom S}

=U(G(9))",
mit der Ersetzung {h,h'} = —U{g, ¢'} im vorletzten Schritt. O
Proposition 3.3. FEs sei S ein dicht definierter Operator in H. Dann gelten
(i) S*e€C(H).
(ii) S abschliefbar < dom S* dicht in ‘H. In diesem Fall
(S)* =5 und S=5*.

(ili) S C T = T* C S* fiir jeden dicht definierten linearen Operator T in H.
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Beweis. (i) Folgt aus Lemma 3.2, da Orthogonalkomplemente stets abgeschlossen

sind.
(i) f L dom S* <

0=({f.0},{g,5%g}) = — (U{0,—f},{9.5"g}) Vg€ dom5"

< U{0,—f} € (G(S")*t = (UG(S))* = UG(S) = UG(S) mit Lemma 3.2 &
{0,—f} € G(S) (U ist isometrischer Isomorphismus). Daher ist S genau dann
abschliefsbar, wenn S* dicht definiert ist.

Weiter

G(S") = (UG(S))" = UG(S))" = (UG(S))" = G(5")
und
G(S™) = UG(S))" = UUG(S) )" = =(G(S)") = G(9).

(iii) S C T ist dquivalent zu G(S) C G(T) in ‘H x H und impliziert daher
G(T)* c G(9)*. Somit

G(T*) =U(G(T)") CU(G(S)") = G(5").
O

Lemma 3.4. Sei S ein dicht definierter Operator in H. Dann gelten fir alle
reK

(i) (ran (S — A\))* = ker(S* — ) und
(ii) ran (S — A) = (ker(S* — \))*.

Beweis. Aussage (ii) folgt aus (i) durch Orthogonalkomplementbildung.
(i) “c™ h e (ran(S=A)t = ((S—=N)f,h) =0Vf € dom (S —\) =domS =
(Sf,h) = (f, M) Vf € dom S = h € dom S* und S*h = A\ = h € ker(S* — V).
“3% h € ker(S* —A) = 0 = (f,(S* — Nh) = (f,S*h) — (\f,h) Vf € dom S
= (Sf,h) = (f,S*h) = (Af,h) Vf € domS = ((S—N)f,h) =0Vf € dom S =
h € (ran (S — \))*. O

Definition 3.5. Ein dicht definierter linear Operator S in H heifst

(i) symmetrisch, falls S C S*;
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(ii) selbstadjungiert, falls S = S*;
(iii) wesentlich selbstadjungiert, falls S selbstadjungiert ist, d.h. S = S*.

Beachte: Ist " = 7" und S C T, dann S symmetrisch, aber nicht S = S5*.
(Namlich SCT=T=T*C S*= S CT=T*C S*.) Daher gibt es sehr viele
Operatoren, die symmetrisch, aber nicht selbstadjungiert sind. Umgekehrt: Sind
S, T selbstadjungiert und S C T', so folgt S =T

Lemma 3.6. Es seir S ein dicht definierter linearer Operator in H. Dann sind
aquivalent:

(1) S ist symmetrisch;

(i) (Sf,g) = (f,Sg) fir alle f,g € dom S.
Ist H Hilbertraum tber C, so sind (i) und (i) dquivalent zu
(iii) (Sf, f) € R fir alle f € dom S.

Beweis. (1) = (ii): Gelte S C S* und seien f,g € domS. Dann g € dom S* und
S*g =S8y, also (Sf,g) = (f,S"g) = ([, 59).
(i) = (i): Gelte (ii) und sei g € dom S. Setze ¢’ := Sg. Dann (Sf,g) = (f,d')
fiir alle f € dom S, also g € dom S* und Sg = ¢’ = S*¢. Somit S C S*.
Sei nun H ein Hilbertraum iiber C.
(i) = (iii): Gilt (ii), so folgt fiir f € dom S
(Sf, 1) = 5 ((S7.9) = F1) = 5:((55,5) ~ (£55) Lo

(ili) = (ii): Sei (Sh,h) € R fiir alle h € dom S. Seien f,g € dom S. Dann gilt
fiir jedes A € C

R > (S(f+Ag), f+Xg) = (Sf. ) +A*(Sg, 9) + A(Sf, 9) + A(Sg, f),
somit A(Sf, g) + A(Sg, f) € R oder, dquivalent,
MSf.9) +A(Sg, f) = Mg, Sf) + A(f. Sg). (3.1)
Einsetzen spezieller A in (3.1): A = 1:
(Sf,9) +(Sg,f) = (9,5f) + (. 59);
A =1
Addition beider Gleichungen liefert (Sg, f) = (g, Sf). O
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Lemma 3.7. (i) Jeder symmetrische Operator S ist abschlieffbar und S ist wie-
der symmetrisch.

(ii) Jeder selbstadjungierte Operator ist abgeschlossen.
(Beachte: S symmetrisch = dom S dicht in ‘H per Definition!)

Beweis. (i) S C S* = dom S* D dom S dicht = S abschliekbar nach Propositi-
on 3.3 (ii) und S C S* = (9)*, also S C (5)*.
(ii) S = S* und S* abgeschlossen nach Proposition 3.3 (i). O

Proposition 3.8. Es seien H ein Hilbertraum iber C und S € C(H) mit S C S*.
Dann gelten

(i) C\R C r(S) und ran (S — \) ist abgeschlossen fir alle A € C\ R;
(i) (0p(8) Ue(S)) € B
(iii) |(S = A) M| < gy fiir alle A € C\R.

Beweis. Es seien f € dom S und A € C\ R. Dann

1(S = NI = (S£,8F) = (SFA) = (ML SE) + NP F)
= (S1,5F) = A+ N)(SF, ) + (Re A)* + (Im \)?) (£, f)
oher
= (Sf,8f) = (Sf, ReA)f) = (ReA)f, Sf) + (Re N?(f, f)
+ (Im A\)*(f, f)
= [[(S = Re ) fII* + (Im A)?[|£[* > (Tm A% £,

Es folgt ||(S — A) f|| > | Im Al|| f]] und damit
1
ker(S —A) = {0} und ||(S—\)"g| < m”g“ Vg € ran (S — \).

Konsequenzen:
o A& op(S);

e Aer(S)und [[(S—=X)7Y| < |Im M|~} insbesondere ran (S—\) abgeschlossen
nach Satz 1.6.

e \ ¢ o.(S) wegen Proposition 2.11 (v).
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]

Lemma 3.9. Es sei H ein Hilbertraum tiber C und S ein symmetrischer Operator

in H. Ist ran (S — X\) = H fir ein A € C\ R, so ist S € C(H).

Beweis. tan (S — \) = H = ran (S — \) = H = (S — A\)~! beschriinkt (Satz vom
abgeschlossenen Graphen) = (S—\)~! beschrinkt = (S—\)~! € C(H) (Satz 1.6)
= S e C(H). O

Satz 3.10. Es seien H ein Hilbertraum tiber C, S ein symmetrischer Operator
in H und A € C\ R. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) S =5%;
(ii) S € C(H) und ker(5* — ) = {0} = ker(5* — X);
(iii) ran (S —\) = H =ran (S — \);
(iv) S € C(H) und M\, \ € p(S).
Beweis. (ii) < (iii): folgt aus der Identitiit
ker(S* — A) = (ran (S — )" VA€ C\R

(Lemma 3.4 (i)) mit Hilfe von Proposition 3.8 (i) und Lemma 3.9.

(iii) < (iv): verwende ebenfalls Lemma 3.9 und die Tatsache, dass ker(S—\) =
ker(S — A) = {0} (Proposition 3.8 (ii)); beachte dabei, dass A € p(S) < S — A
bijektiv (Proposition 2.11 (i)).

(i) = (ii): S = 5* = S € C(H) und ker(S* — ) = ker(S — A\) = {0} nach
Proposition 3.8 (ii).

(ili) = (i): Wir zeigen dom S* C dom S, dann folgt die Aussage. Sei f €
dom S*. Dann existiert ¢ € dom S mit (S* — A)f = (S — A)g und somit (S* —
AN(f—g)=0,dh.

f—g€ker(S* —\) = (ran (S — \))* = H* = {0}.
Also f =g € dom S. (Beide Identitéten aus (iii) wurden genutzt!) O

Beachte: Gilt fiir ein A € C\ R eine der Aussagen (i), (iii) oder (iv), so gilt
sie (via Aquivalenz mit (i)) bereits fiir jedes A € C \ R.
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Proposition 3.11. FEs sei S = S* in ‘H. Dann gelten
(i) o(S) C R und 0,(S) =0;

(ii) A € o(S) & es existiert (x,), C domS mit ||x,|| = 1 fir alle n € N und
|(S = Nz = 0, n — occ.

Beweis. Die Aussage o(S) C R folgt aus Satz 3.10. Die Beweise der restlichen
Aussagen sind analog zum Beweis von Proposition 2.13. [

Beispiel 3.12. Es sei f : R — R stetig und 7' : L*(R) D dom T — L*(R),
(To)w) = (fo)(w), w €’ domT={ge I*(R): fgc I*(R)}.

Dann gelten:

() T =T

(ii) o(T) = {f(z) : € R} und T ist genau dann beschrankt, wenn f beschrénkt
ist.

(iii) op(T) ={p e R: [f~({u})] > 0}.
Beweis. C§°(R) C domT = dom T dicht in L*(R). Fiir g € dom T gilt

(Tg,9) = / (f9)(2)g(@)de = / F(@)lg(@)2dz € R,

also ' C T* nach Lemma 3.6. Sei A ¢ {f(z) : x € R}. T'— X bijektiv:
Injektivitat: 0 = (T'— N)g=fg—Ag = (f —AN)g=0=g=0.
Surjektivitit: Sei k € L*(R). Setze

Dann g € L*(R), da |f(z) — A| > dist(\, {f(z) : * € R}) > 0 fiir alle z € R und
daher

2 ]‘ 2
/R!g(a:)\ do < dist@){ﬂ@ﬁg@y/R\k@;)y dr < oo

Weiter ist fg = (f — AN)g+ X\g = k+ A\g € L*(R) und damit ¢ € dom7T und
(T'—XNg = (f—A)g = k. Also T — X surjektiv. Insbesondere C\ R C p(T). =
T =T* (Satz 3.10) und “C” in (ii).
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“2>7 in (ii): Sei A ¢ o(T), also (T'— \)™' € L(H). Setze a := |[(T — N7
Angenommen, A € {f(z) : € R}. Falls f = X identisch, so ist 1) € ker(T'—\),
also A € o(T), Widerspruch. Anderenfalls existiert ein beschrianktes Intervall A
mit 0 < |f(x) — A| < £ fiir alle € A. Es gilt dann 15 € L*(R) und

1
20412 > (T — )11 2:/ 2\ 112
«Q ” AH —H( )‘) AH A‘f(fﬂ)_)\’de>a || A” )

Widerspruch. Daher o(T) = {f(x) : x € R}. Ist f beschrénkt, so folgt domT" =
L*(R), also ist T beschrinkt. Ist f unbeschrinkt, so ist o(T") unbeschéinkt und T
kann nicht beschrénkt sein (Satz 2.4).

(iii) Selbst. O



Kapitel 4

Der Spektralsatz fiir
selbstadjungierte Operatoren

Selbstadjungierte Operatoren erlauben eine Art “Normalform”, fast so schén und
einfach wie das Diagonalisieren fiir symmetrische (hermitesche) Matrizen. Das
lernen wir in diesem Kapitel und bekommen dazu als Bonus eine Methode um
Funktionen auf selbstadjungierte Operatoren anzuwenden, also z.B. sin(A4) zu
berechnen, wenn A ein selbstadjungierter Operator ist.

Von nun an ist H immer ein Hilbertraum tiber C. Wir beweisen in diesem Ka-
pitel den Spektralsatz fiir beschrénkte (im Allgemeinen nicht kompakte) selbstad-
jungierte Operatoren und diskutieren im Anschluss die Fassung fiir unbeschrankte
selbstadjungierte Operatoren.

4.1 DMotivation und Vorbereitungen

Es sei
A= ) e Ccv"

25



26 4 Der Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren

mit Eigenwerten A\; < Ay < --- < \,. Die zugehorigen Orthogonalprojektionen
auf die Eigenrdume sind gegeben durch

1 0
s =| [ -

Dann gilt
A= ME(Ow) = [ pdE),

(Zur exakten Definition des Integrals spéter.) Man stelle sich E als Mafs vor, das
nur aus Punktmassen an den Punkten A, ..., \, besteht. Insbesondere gilt fiir
ein offenes Intervall A C R

E) =) BE({M}) = = Ta(A).

ALEA 1

0

Ziel: Wir zeigen, dass zu jedem A = A* € L(H) ein Spektralmafl E (das Maf
einer Borelmenge ist keine Zahl sondern eine Orthogonalprojektion) existiert, so

dass
Az/udE(u)z/ pdE ().
R o(A)

Idee: Setze E(A) := 1a(A) (A Intervall). Aber was ist 1o(A)? Erstmal ist
(nur) p(A) fiir Polynome p klar.
Definition 4.1. Es sei A = A* € L(H) und p(t) = > _, axt” ein Polynom auf R
mit komplexen Koeffizienten aq, . . ., a,. Dann ist p(A) definiert als

n

p(A) = Z apAF

k=0
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(wobei AY := I, der Identitéitsoperator).
Beachte: (p(A))* = p(A), wobei p(t) = >_,_, axt"; insbesondere
p(A) selbstadjungiert <= a, € R,k =0,...,n
Lemma 4.2. Es sei A= A* € L(H) und p: R — C ein Polynom. Dann gilt
a(p(A)) = p(a(A)) == {p(A) : A € o(A)}.
Beweis. “2": Sei A € a(A). Das Polynom ¢ — p(t) — p(\) hat eine Nullstelle bei
A und daher existiert ein Polynom ¢ : R — C mit p(t) —p(\) = (t —\)q(t), t € R.
Es folgt p(A) — p(A) = (A — A\)q(A). Angenommen, p(A) € p(p(A)). Dann
I = (p(A) = p(N)(P(A) = p(N) ™ = (A = Na(A)((p(A) = p(1) ™
= (p(4) —p(V)q(A)(A - N),
also ist A — X bijektiv, d.h. A € p(A), Widerspruch.
“C” Sei € o(p(A)). Es existieren n € N, Ay,..., A\, € Cund a € C mit

p(t)—p=alt— )t —X)...(t = N\,), teR

Daher

p(A) —p=a(A—=X)(A—=X)...(A=\,).
Dann existiert mindestens ein k£ € {1,...,n} mit \; € o(A), denn sonst wére
1 € p(p(A)), und es gilt p(Ax) = p, also p € p(a(A)). [

4.2 Der stetige Funktionalkalkiil

In diesem und den folgenden Abschnitten ist stets A = A* € L(H). Wir zeigen,
dass f(A) sinnvoll erkldrt werden kann fiir jede stetige Funktion f. Mit C'(c(A))
bezeichnen wir den Vektorraum aller stetigen Funktionen f : o(A) — C auf der
kompakten Menge o(A), ausgestattet mit der Supremumsnorm

[flloo := sup [f(z)], [ e Cla(A)).

z€o(A)

und mit P(o(A)) = {o(A) > t = >, _jaxt",ay € C} den Vektorraum der
Polynome auf o(A). Nach dem Approximationssatz von Weierstrafs gilt dann:

P(o(A)) ist dicht in C(o(A)).
(Fiir einen Beweis in der hier benétigten Form siehe [Wer, Satz VIII1.4.7].)
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Satz 4.3. Es sei A= A* € L(H). Dann ist die Abbildung
P(o(A)) > p— p(A) € L(H),

linear und isometrisch, d.h. |[p(A)|| = ||p||le fiir alle p € P(c(A)), und hat eine
eindeutige isometrische (insbesondere stetige) lineare Fortsetzung ® : C(o(A)) —

L(H). Diese hat folgende FEigenschaften:
(a) @ ist mulitiplikativ, d.h. ®(fg) = ®(f)P(g) fir alle f,g € C(c(A)).

(b) ® ist involutiv, d.h. (f) = (®(f))* fir alle f € C(a(A)).

® héngt natiirlich vom Operator A ab. Wir schreiben

f(A) == (f), feCla(A)).

Nach dem Satz ist || f(A)|| = || f]| fir alle f € C(c(A)). Die Abbildung ® heifst
stetiger Funktionalkalkil von A. (Stetigkeit bezieht sich auf die Anwendbarkeit
auf stetige f und nicht auf die Stetigkeit der Abbildung ®.)

Beweis. Fiir p € P(0(A)) definieren wir ®y(p) := p(A). Dann gilt (vgl. Beweis
von Proposition 2.8)

120(p)]1* = lIp(A)II* = [I(p(A)"P(A)]| = [B(A)p(A),

und weil p(A)p(A) ein selbstadjungierter (insbesondere normaler) Operator ist,
folgt mit Proposition 2.8

[@0(p)[> = int || ((Br)(A)"[|"" =7 sup{|] : A € o((Fp)(A))}

2 sup {1 X € (Bp)(0(A)} = sup {[p(w)* : p € o (A)} = [Ip]%.

Damit ist @, isometrisch, insbesondere stetig. Da P(c(A)) dicht in C(c(A)) liegt,
existiert eine eindeutige lineare, isometrische Fortzsetzung ® : C(0(A)) — L(H),
definiert durch

O(f) := lim ®o(p,), wenn p, € P(c(A)) und ||f — pullcc — O.

n—oo

Es ist leicht zu sehen, dass die Eigenschaften (a) und (b) auf P(c(A)) gelten;
zum Beispiel

o(p) =p(A) = (p(A))" = (2(p))" Vp € P(a(A)).



4.2 Der stetige Funktionalkalkiil 29

Es bleibt zu zeigen, dass die Eigenschaften (a) und (b) auch auf C(c(A))
erhalten bleiben. Wir zeigen das wieder fiir die Involutivitét: Sei f € C(o(A))
und (p,)n, C P(o(A)) mit || f — pnllec = 0. Dann gilt

®(f) = o(lim py) = lim (py) = lim (®(pa))” = (2( lim p,))* = (2(f))".

n—o0 n—o0 n—o0 n—oo

Multiplikativitdt genauso. ]

Beispiel 4.4. Sei A = A* € C™". Dann kann A diagonalisiert werden: Es exis-
tieren T' € C™" invertierbar und

A

D = eRn,n
An

mit A =T7'DT und o(A) = {\1,..., \,}. Fiir jedes Polynom p(t) = > ", axt”
gilt

p(A) = aA* =Y ap(T7'DT)* = > oy 7' DT
k=0 k=0 k=0
:T_lzak T=17" T.
k=0 Al p(An)

Ist f € C(0(A)) und sind p; € P(o(A)) mit || f — pjllec = 0, 7 = o0, dann
pi(A1) f(A1)
f(A) = lim Tt T=T7" T.
” pi(M) F(h)

Das taucht zum Beispiel beim Loésen von Systemen gewohnlicher, linearer DGL
auf, wo e fiir t € R berechnet werden muss (also f(A) fiir f(z) = e®). Das
Beispiel suggeriert auch, wieso f nur auf o(A) definiert bzw. stetig sein muss.

Proposition 4.5. Es sei A = A* € L(H). Dann gelten folgende Aussagen fiir
alle f,g € C(a(A)).

(1) f(A)g(A) = g(A)f(A).
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(i) Ist f(t) >0Vt € a(A), soist f(A) >0, d.h. (f(A)z,x) >0 Ve e H.

(iii) f(A) ist ein normaler Operator und f(A) = (f(A))* genau dann, wenn f
reellwertig ist.

(iv) Aus Ax = Xz folgt f(A)z = f(\)z.
Beweis. Ubung. O]

Satz 4.6 (Spektralabbildungssatz). Ist A = A* € L(H), so gilt fir jedes [ €
C(a(A))

o(f(A)) = f(a(A)).

Setze g(t) :== (f(t) — p)~', t € o(A). Dann gilt

Beweis. “C”: Sei u ¢ f(o(A)).
= 14(a), also

g€ C(o(A)) und (f — p)g
I'=®(1) =2((f —p)g) = (f — 1)®(9) = (f(A) — p)g(A) = g(A)(f(A) — ).

Also 1 € p(f(A)).

“D7” Sei = f(A) mit A € o(A). Wahle (p,,), C P(c(A)) mit || f —pulleo < 1/n
fiir jedes n € N. Dann gelten |f(A) — p,(A)] < 1/n und ||f(A) — pa(4)|| < 1/n.
Wegen Lemma 4.2 gilt o(p,(A)) = pn(c(A)) fir alle n € N und daher p,()\) €
o(pn(A)), n € N. Nach Proposition 2.13 (ii) existiert zu jedem n € N ein z,, € H
mit ||z, ]| =1 und [|(pn(A) — pp(A))zn| < L. Somit

1/ (A) = wanll < (I(f(A) = palA))znll + [|(pn(A) = Pu(A))nll

+MMM—ﬂMWM§%+%+%

Proposition 2.13 (ii) impliziert u € o(f(A)). O

4.3 Der messbare Funktionalkalkiil

Néchstes Ziel: Erweitere den Funktionalkalkiil auf beschrankte, messbare Funk-
tionen f : 0(A) — C. Ein wichtiges Hilfsmittel dazu ist das folgende Lemma,
siehe z.B. [Wer, Lemma VII.1.5|. Hier ist fiir kompaktes K C C

B(K) :={f: K — C messbar und beschrénkt},

der mit || - ||s zum Banachraum wird.
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Lemma 4.7. Es sei V C B(K) derart, dass folgende Bedingungen erfillt sind.
(i) C(K) cC V.

(ii) Ist (fu)n CV mit sup,ey || fullo < 00 so, dass f(t) := lim, oo fn(t) fiir alle
t € K emistiert, so gilt f € V.

Dann ist V = B(K).

In Worten: B(K) ist die kleinste Funktionenmenge, die die stetigen Funktio-
nen enthélt und gegeniiber punktweisen Grenzwerten gleichméfig beschrankter
Funktionenfolgen abgeschlossen ist.

Wir werden aukerdem die folgende Eigenschaft nutzen.

Lemma 4.8. Seien A = A* € L(H) und x,y € H. Dann existiert ein komplexes
Borelmaf jig, mit

() = [

o

fdpa, VfeC(o(A)).
4)

Fiir jedes beliebige f € B(a(A)) gilt dann

‘ / fdpia,y
o(A)

Erinnerung: Ein komplexes Borelmaf ist eine Abbildung p : 3(0(A4)) — C,
die o-additiv ist, wobei ¥(c(A)) die Borel-o-Algebra auf o(A) ist. (Insbesondere
ist (@) = 0 fiir jedes komplexe BorelmaR.)

< [ ool Iyl

Beweis von Lemma 4.8. Fir x,y € H definiere eine Abbildung ¢, , : C(c(A)) —
C durch

loy(f) = (f(A)z,y), [eCla(A)).

Dann ist ¢, , linear (folgt aus Linearitét des stetigen Funktionalkalkiils). Aufer-
dem

|Cey (P = [(F(A)z, )| < WF D[yl < WF Ayl = Tl lTy ] oo

fur alle f € C(c(A)), also €, ,, € (C(c(A))) und ||l < ||z|||ly||. Nutze jetzt:
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Rieszscher Darstellungssatz: Es sei K ein kompakter metrischer Raum und
M(K) der Raum der komplexen Borelmafe auf K mit der Norm

lull = |ul(K) = sup ) |u(E)l, ne M(K),

EeZ

wobei das Supremum {iber alle endlichen Zerlegungen Z von K in disjunkte Men-
gen gebildet wird. Dann ist die Abbildung

T MK) = ()Y, (@)= [ S
K
ein isometrischer Isomorphismus.

Wir wenden den Satz auf K = 0(A) an und finden ein eindeutiges komplexes
Borelmaf pi,, mit

(f(A)z,y) = lay(f) = (Tpay)(f) = fdpsy Vf € Clo(A)).

Bs gilt [l y[| = [£zy[l < lz[[lly]| und daher

/ Jdpigy
o(A)

Satz 4.9. Fir A = A* € L(H) ezistiert genau eine lineare, stetige Abbildung
®: B(a(A)) — L(H) mit folgenden Eigenschaften.

(a) ®(f) = f(A) fiir alle f € C(a(A)).
(b) & ist multiplikativ und involutiv.

< [ fllsollptay | < I llecllzllllyll VS € Bla(A)).

O

(c) Ist f, € B(o(A)) mit sup,ey || falloo < 00 und gilt f,(t) — f(t) fur alle
t € o(A), so folgt

(®(f)e.y) = (2(f)ay) Yo,y eH.
Wie beim stetigen Funktionalkalkiil setzen wir
F(A) = (f).

Die Abbildung ® heift messbarer Funktionalkalkiil von A.
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Beweis. Schritt 1. Fir f € B(o(A)) betrachte die Abbildung

{w,y}H/ fdpigy,
o(A)

wobei fi,, das zu x und y gehorige komplexe Maf aus Lemma 4.8 ist. In diesem
Schritt zeigen wir, dass dies eine stetige Sesquilinearform auf H ist.
Additivitdt im ersten Argument: Seien x, z € H. Setze

V.= {h € B(O’(A)) : / hdqu,y = / hdﬂx,y "‘/ hd,uz,y Vy € H} .
o(A) a(A) a(A)

Wir zeigen V' = B(c(A)). Klar: C(6(A)) C V, denn fiir h € C(0(A)) gilt nach
Lemma 4.8

/ sy = (A +2).9) = (A2, 9) + (A2 )

[ eyt [y,
a(A) a(A)

Sei weiter (hy,), C V mit sup, ||hn]lec < 00 und h,(t) — h(t), n — oo, fiir alle
t € 0(A). Dann gilt h € B(c(A)) und (mit Satz von Lebesgue fiir das zugehorige
Variationsmaf)

/ hdpizy ., = lim / hndpizy .y = lim (/ hndum%—/ hnduw)
o(A) N0 Jo(A) o0 A Jo(A) o(A)

:/ hdﬂx,y+/ hd,uz,y‘
a(A) o(A)

Also h € V und somit V = B(c(A)) (Lemma 4.7). Das liefert Additivitét im ersten
Argument. Analog Homogenitét sowie die Antilinearitéit im zweiten Argument.
Stetigkeit: Lemma 4.8.
Schritt 2. Konstruktion von ®(f): Sei f € B(c(A)). Nach dem Satz von Lax-
Milgram (Ubung!) existiert ein eindeutiger stetiger linearer Operator ®(f) € L(H)
mit

(@(f)x,y) = /(A) fdpz,y Vr,yeH.

Insbesondere || D(f)|| < |Iflloe (wieder Lemma 4.8) = d: B(o(A)) — L(H) stetig.
Konstruktion liefert auch ®(f) = ®(f) fir alle f € C(c(A)) = (a).
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Schritt 3. Nachweis der {ibrigen Eigenschaften: (c): Mit Satz von Lebesgue

o(A) n—00 /() n—o0

Linearitét: folgt aus Linearitdt des Integrals.
Multiplikativitat: In zwei Schritten. Sei zuerst g € C'(0(A)) fest. Setze

V= {f € Blo(4): d(fg) = &()0(g) } .

Klar: C'(o(A)) C V. Um Lemma 4.7 anzuwenden seien f,, € V mit sup,, || fo|lco <
oo und f,(t) — f(t) fiir alle ¢t € o(A). Nach (c) gilt

lim ((f,)®(9)z,y) = (B(F)D(9),y),

n—o0

aulerdem

lim (2(f)@(g)a,y) = lim (®(fug)a,y) = (B(f9)z.y)

n—00

(letzte Gleichheit wieder wegen (c)). Insgesamt folgt f € V. Also V' = B(c(A)).
Sei nun f € B(o(A)) und

V= {g € Blo(4): d(f9) = d())b(g) } .

Nach dem eben Gezeigten ist C((A)) € V und mit Lemma 4.7 zeigt man wieder
V = B(c(A)).

Involutivitit: hnlich; Ubung.

Schritt 4. Eindeutigkeit von ®: Seien &1, ®, : B(o(A)) — L(H) zwei Abbil-
dungen wie im Satz. Setze

Vo= {f € B(o(A)): d1(f) = <i>2(f>} .

Dann ist wegen (a) C'(0(A4)) C V. Mit (c) und Lemma 4.7 folgt V' = B(c(4)),
somit (I)l = CI)Q. ]
Aus der Multiplikativitdt des messbaren Funktionalkalkiils folgt

Korollar 4.10. Fir A= A* € L(H) und f € B(c(A)) ist f(A) normal; f(A) ist

genau dann selbstadjungiert, wenn f reellwertig ist.
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Bemerkung 4.11. Eigenschaft (c¢) im vorigen Satz kann verbessert werden zu:

(c) Ist (fu)n C B(o(A)) mit sup, || fallee < oo und gilt f,(t) — f(¢) fir alle
t € (A, soist

lim ®(f,)z = ®(f)z Ve H.

n—oo

Beweis. Fiir (f,), wie in der Bemerkung gilt

S(fa)||” = (D(fn)z, B(fu)w) = (D(f
= (e(f)(fa)z,2) = (&(Fa
S (@(Fra) == o

(fu),2)
)

n)'
nfn)e.7)
(f)z

und daher
|®(fa)e — &(f)z|” =

Wal|” = (B(fa)z, (f)a)
x(ID(f +||<I>fx||

(
o))’ ~ |8(n)z]’ ~ [|8(F)z

2

)xH2 = 0.
UJ

4.4 Spektralmalie und Integration

Im Folgenden ist > die Borel-o-Algebra in R.

Erinnerung: P € L(H) heilt Orthogonalprojektion, falls P> = P* = P. Das ist
aquivalent dazu, dass ran P abgeschlossen und P die Orthogonalprojektion in H
auf ran P im Sinne des Projektionssatzes ist.

Definition 4.12. Eine Abbildung E : ¥ — L(H), B — FEp, heilt Spektralmaf,
falls Eg fiir jedes B € ¥ eine Orthogonalprojektion ist und

(i) Ey =0, Eg = I,
(ii) fiir paarweise disjunkte By, Bs,... € ¥ und alle z € H gilt

00
E EBiiL‘ = Eufil B;L
i=1

(o-Additivitat).

Ein Spektralmalt F hat kompakten Trdger, falls eine kompakte Menge K C R
existiert mit Fg = 1.
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Eigenschaften von Spektralmafien:
e Endliche Additivitat: Eg, + Ep, = Ep,up, fir By, By disjunkt;
e Ep Ep, = Ep g, fiir alle Borelmengen By, By. (Ubung)

Proposition 4.13. Es seien A = A* € L(H) und ® der messbare Funktionalkal-
kil von A. Dann ist

E:¥ = L(H), B Ep:=1lpn,(u)(4)= (i)(]lBﬂU(A))>

ein Spektralmajfs mit kompaktem Trager. Dieses Spektralmafl heifst das Spektral-
malifs von A.

Beweis. Im Beweis betrachten wir nur Borelmengen, die in o(A) enthalten sind.
Ep ist stets Orthogonalprojektion:

Ej = &(1p)d(1p) = d(1515) = D(1p) = Ep = &(Tp) = (b(1p))" = Ej.

Weiter Ey = ®(0) = 0 und Ep = @(HU(A)) = I nach Satz 4.9 (a).
o-Additivitat: Zunéachst gilt fiir jedes n € N

ZEBiJ::Z@(]lBi)x— <Z]lB> Ci> (1yr, B)x = By .
i=1 i=1

Setze f, = Y i 41lp, = Iy g, und f := Iy= p,. Dann f, € B(c(4)),
sup,, || falloo = 1 < 0o und f,(t) — f(t) fiir alle t € J(A) Aus Eigenschaft (¢’) in
Bemerkung 4.11 folgt

ZEB;U_ lim &(f,)z = &(f)zr = B = p.

n—0o0

Fiir den kompakten Tréger wihle K = o(A); vergleiche Satz 2.4. ]

Beispiel 4.14. Es sei A = A* € C™" eine Matrix, diagonalisiert als A = T-1DT
wie in Beispiel 4.4. Dann ist das Spektralmafs von A gegeben durch

1

R 1 falls A\, € B
Ep=®(1gnpa) =T"" T mit p; = { e
[in

0 falls \; ¢ B.
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Integration bzgl. eines Spektralmafses E£:

Schritt 1: Treppenfunktionen. Ist f =) " ;15 mit o; € C und disjunkten
B; € X, so setzen wir

/de = Zn:aiEBi.
R i=1

(Definition unabhéngig von der Darstellung von f.)

Schritt 2: Beschrinkte, messbare Funktionen.

Lemma 4.15. Sei E ein Spektralmaf. Dann ist die Abbildung f +— fR fdE,
definiert auf der Menge der Treppenfunktionen f : R — C, ein stetiger, dicht
definierter, linearer Operator von B(R) nach L(H); es gilt

H / deH < ||flloo fiir jede Treppenfunktion f:R — C.
R

Konsequenz: Es existiert eine eindeutige Fortsetzung des Integrals bzgl. E zu
einem stetigen, linearen Operator auf ganz B(R), den wir auch fiir f € B(R)
als [, fdE schreiben. (Manchmal [, f(t)dE(t) zur Betonung der Integrationsva-
riable.) Ist f € B(R), so existiert eine Folge (f,), von Treppenfunktionen mit
lf — fullo = 0, n — oo; fiir jede solche Folge ist

n—o0

/ fdE = lim [ f,dE.
R R

Beweis von Lemma 4.15. Linearitét sieht man leicht; dass die Treppenfunktionen
dicht in (B(R), || - |l«) liegen, ist bekannt. Beschranktheit: Seien x € H und
[ =>",a;lp, mit B; paarweise disjunkt. Dann gilt

I oo = 3 s

‘ 2

und wegen

(aiEBix,ajEBjx) = (aia_jEEjEBix,x) = (aia_jEBjEBix,x)

= (aia_jEBimBjx,x) = (ozioz_jE@x,x) =0
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folgt
([ 5aE)e] = 3= sl < suplo 3
i=1 ! i=1
i Ep,x ‘2
i=1

Da |Epz| < ||[Epx|, wenn B C B’, (folgt direkt aus o-Additivitét) ergibt sich

|( [ sa)a < 1Bl = 111l

Die Behauptung folgt durch Supremumsbildung tiber alle x € H mit ||z| < 1. O

2
— II71% = I B, ma

Ist f € B(c(A)), so identifizieren wir f mit der durch null auf ganz R fortge-
setzten Funktion und schreiben in diesem Sinn [, fdE.

4.5 Der Spektralsatz fiir beschrankte selbstadjun-
gierte Operatoren

Satz 4.16 (SpektAralsatz fiir beschriankte selbstadjungierte Operatoren). Es sei
A= A*€ L(H),  der messbare Funktionalkalkil von A und E : ¥ — L(H) das
Spektralmaf von A. Dann gilt

@U%=Afﬂivf€BWM»

Insbesondere

A:Ammw

Beweis. Seien f € B(o(A)) und (f,), eine Folge von Treppenfunktionen mit
I fn = flloo — 0, schreibe f, = 37 al™1

i lgm- Dann

m(n) (n)
— 1 — 1 (n) — lim & (n)
= J [ = i 3 = i (310

= lim &(f,) = (/).

n—oo
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Satz 4.17 (Umkehrung zum Spektralsatz). Es sei E : ¥ — L(H) ein Spektralmafs
mit kompaktem Triger. Dann definiert

Aim /R tAE(t)

einen selbstadjungierten Operator in L(H) und der messbare Funktionalkalkil o
von A erfillt

#(f) = [ $dB Vf € Blola).

(Ohne Beweis.)

Satz 4.18. Sei A = A* € L(H) und E : X — L(H) das Spektralmafl von A.
Dann gelten fiir alle A € R

(i) A € p(A) & 3 offene Umgebung B C R von A mit Eg = 0;
(ii) ran By = ker(A — A); insbesondere A € 0p,(A) < Eqpyy # 0;

(iii) st A\ isolierter Punkt in o(A) (d.h. es gibt eine offene Umgebung B C R
von A mit BN o(A) ={\}), soist X ein Eigenwert.

(Punkt (iii) erkldrt ein wenig den Begriff “stetiges Spektrum”.)
Beweis. (1) “=": Waihle offene Umgebung B C p(A) von A. Dann gilt EFg =

A ~

O (1pno(a)) = P(1p) = 0. “<": Sei B C R offen mit A € B und Ep = 0. Setze

o ﬁ, teo(A)\ B,
f@'_{o, teo(A)NB

und g(t) =t — A fir t € 0(A). Dann f,g € B(o(A)) und
FIAA =) = f(A)g(A) = ())(g) = D(f9) = P(Lo(ayn)
= O(Lo(a) = P(Lpro) =1 — Ep =T =---= (A= \)f(A),

dh. (A=XN)"1=f(A) € L(H). = X € p(A).
(ii) Sei x € ran Eyyy. Dann Epga = Epg Epyy = Epgy = @ fiir ein geeignetes
y € ‘H und daher

A

(A — )\)ZL’ = (A - )\)E{A}I = (I)(g]l{)\}ma(A)) = 0,
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wobei g(t) =t — A fiir t € o(A). Sei umgekehrt Az = Az. Dann gilt f(A)z =
f(N)zx fur alle f € B(o(A)); fir f € C(c(A)) siehe Proposition 4.5 (iv), fir
f € B(c(A)) verwende wie iiblich Lemma 4.7 und Eigenschaft (¢’) des messbaren
Funktionalkalkiils. Insbesondere folgt Epyyz = 1ianea)(A)z = Ipnyne)(A)e = =,
somit z € ran Eyyy.

(iii) Sei B C R offen mit BﬂO'(A) = {/\} Dann EB\{)\} = ci)(]l(B\{A})ﬂa(A)) =0.
Wire auch Fpyy = 0, dann Eg = Ep\yy + Epy = 0 und mit (i) B C p(A),
Widerspruch. Mit (ii) folgt die Behauptung. O

Satz 4.19. Sei A = A* € L(H) und E das Spektralmafs von A. Weiter sei B € ¥
und Hp = ran Eg. Dann gelten

(i) AHp C Hp, Hp = ran Er\p und AHE C Hy;
(il) Ap := A | Hp ist selbstadjungiert und beschrankt in Hpg;
(i) (0(A)NB) C o(Ap) C (6(A)NB).
Insbesondere ist A = Ap © Ag\ 5.

Beweis. Ubung. O]

4.6 Der Spektralsatz fiir (unbeschriankte) selbst-
adjungierte Operatoren

Wir diskutieren zuerst, wie f(A) gebildet werden kann, wenn A = A* € L(H)
und f : R — C messbar, aber i.A. unbeschrénkt ist.

Lemma 4.20. Sei E : X — L(H) ein Spektralmaff und f : R — C messbar.
Definiere

), [ <,

FaA) = F)Lgp1m (A) = {0 £V > n.

Dann sind f, messbar und beschrinkt fir alle n € N und lim,,_, fR fndEx exis-
tiert genau dann, wenn [; | f(N)|*d(E(XN)z, ) < co. In diesem Fall definieren wir

n—00

/de:U = lim [ f.dEx.
R R
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Beweis. Klarerweise sind die f,, messbar und beschrankt. Fiir x € H mit gilt fiir
n,méeN

R(fnu Fm(A dE:c

/Ifn faWPAEN D), (41)

siche Ubungen. Ist [, [f(A\)|*d(E(N)z,z) < oo, so konvergiert die rechte Seite
gegen null nach Satz von Lebesgue (4| f|? ist integrierbare Majorante), daher exis-
tiert lim, o0 [p frdEx. Existiert umgekehrt lim, o [, fndEx, so folgt aus (4.1),
dass (f,)n eine Cauchyfolge im Hilbertraum L*(R, (Ez,z)) ist; deren Grenzwert
in L*(R, (Ez,z)) stimmt dann mit dem punktweisen Grenzwert f iiberein, insbe-

sondere [, |[f(A)[Pd(E(N)x, z) < oo. O

Proposition 4.21. Seien A = A* € L(H), E das Spektralmafl von A und f :
R — R messbar. Dann ist

x—/dea: dom f(A) {er /yf WPA(E\)z, z) < }

ein selbstadjungierter (i.A. unbeschrinkter) linearer Operator.

Beweis. Nach Lemma 4.20 ist f(A) wohldefiniert, und Linearitét priift man leicht
nach.

Dichtheit von dom f(A): Fiir x € H und m € N setze z,, = Lyjs<m}(A)x.
Dann gilt x,, € dom f(A), denn fn(A)ﬂ“ﬂSm}(A)x = (f]l{|f‘§n}]l{‘f|§m})(z4)x =
fm(A)x fiir alle n > m, so dass limy o0 fo(A)L{fj<m}(A)z = fin(A)z existiert.
Mit Eigenschaft (¢’) des messbaren Funktionalkalkiils ist lim,, . Z,, = .

Symmetrie von f(A): Fiir z,y € dom f(A) gilt

(f(A)z,y) = lim (fo(A)z,y) = lim (2, fu(A)y) = (2, f(A)y).

Selbstadjungiertheit: Sei y € dom f(A)*. Wir zeigen, dass lim,, o fim(A)y
existiert. Wie gerade gezeigt gilt 1yjj<m)(A)z € dom f(A) fiir alle x € H, m € N.
Weiter gilt

(Tpemy (A F(A) g, 2) = (F(A) Y Lgpem (A)z) = (3, F(A)Tgp1m (A)z)
= Iim (4, fo(A)Vqp12my (A7) = (Fmn(A)y, ).

Es folgt
I GO X .
Ay € lim Tz (A)f(A)'y = Tim fu(A)y,

insbesondere existiert der Limes. = y € dom f(A). O
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Fir i.A. unbeschrankte A = A* in H gilt folgender Satz.

Satz 4.22 (Spektralsatz fiir selbstadjungierte Operatoren). Sei A : H D dom A —
H selbstadjungiert. Dann existiert ein Spektralmafs E mit

Az = /tdE(t):L’ Vo € dom A
R

dom A = {x EH: /Rth(E(t):c,x) < oo} .

Ist h : R — R messbar, so definiert

h(A)z ::/thEx, dom h(A) = {:ce’H : /R|h|2d(Ex,x) <oo},

einen selbstadjungierten Operator in H.

und

Die Integral sind wieder als Grenzwerte zu verstehen wie in Lemma 4.20.

Beweis. Wir zeigen den Satz unter der Zusatzbedingung, dass ein p € RN p(A)
existiert. (Sonst wéhle geeignete Alternative fiir die Funktion f in der néichsten
Formelzeile.) In diesem Fall ist A := (A—p)~! ein beschrinkter, selbstadjungierter
Operator und es man zeigt leicht

{ teo( )}

+ I, t#0,
beheblg, t=0.

Setze

Definiere weiter
E:Y = L(H), Bw Ep:=15(A),

wobel

B—{t_lﬂ teBma(A)}

Es gilt also EFp = Eg, wenn E4 das Spektralmafs von A ist. Insbesondere ist
Ep € L(H) Orthogonalprojektion fiir jedes B € Y. Weitere Eigenschaften eines
Spektralmafses:
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o By=Ef=0und Ep=1,5(4)=1.

e Sind By, By, - - - € X disjunkt, so sind die zugehorigen Ez disjunkt und daher
folgt o-Additivitit aus der o-Additivitdt von E4.
Sei nun h : R — R messbar und h(A) definiert wie im Satz. Wir zeigen, dass

h(A) = (ho f)(A) gilt. Beachte dazu zunichst, dass fiir jedes messbare g : R — R
die Identitat

/R gdE = /R go fdEA (4.2)

gilt. Ist ndmlich g = >""" | o;1p, eine Treppenfunktion, so haben wir

/ng ZOQEB ZOQE~ Xn:aiEgl(Bi) :/godeE;
i=1 R

die Identitat (4.2) folgt fiir beschrankte messbare g durch gleichméfige Approxi-
mation und fiir messbare g durch Grenzwertbildung wie in Lemma 4.20 (falls der
Grenzwert existiert). Genauso sieht man

/R gPd(Ex, x) = / g0 fPd(E, 2) (4.3)

fiir jedes messbare g : R — R, wobei der linke Grenzwert genau dann endlich
ist, wenn der rechte endlich ist. Aus (4.2) und (4.3) mit g = h folgt dom h(A) =
dom (h o f)(A) und h(A)z = (ho f)(A)z fiir alle # aus dem gemeinsamen Defi-
nitionsbereich. Nach Proposition 4.21 ist dann h(A) selbstadjungiert. Aukerdem
folgt fiir die spezielle Wahl h(t) = id(t) := t die Identitdt id(A) = F(A). Bleibt zu
zeigen f(A) = A. Fiir z € dom f(A ) existiert lim, 0 fo(A)z und es gilt fiir den
messbaren Funktionalkalkiil ® von A

(A=) ' (f(A) = e = A lim S(Lpjcny(f — )

= lim (L) (f = 1))a

(Wir haben genutzt, dass id(f — p) = Lsa)pqoy und dass der Punkt null hier
keine Rolle spielt, weil der Funktionalkalkiil iber das Spektralintegral ausgedriickt
werden kann und EA({O}) 0, da A~! = A — ;i existiert.) Daher folgt = €

ran (A — 1) = domA und (A — p)z = (f(A) — p)z, somit Az = f(A)z. =
f(A) C A. Da beide Operatoren selbstadjungiert sind, folgt f(A ) A. O

@ d(1)z = z.

Es gelten entsprechende Varianten von Satz 4.18 und Satz 4.19 fiir unbe-
schréankte A = A*.
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Kapitel 5

Storungstheorie selbstadjungierter
Operatoren

Wieder ‘H Hilbertraum iiber C mit Skalarprodukt (-,-) und Norm || - ||.

5.1 Relativ beschrankte Storungen

Problemstellung: Wir gehen der Frage nach, unter welchen Voraussetzungen
eine additive Storung A + V eines selbstadjungierten Operators A in H wieder
selbstadjungiert ist. Zur Erinnerung: Selbstadjungiertheit von V' ist hierfiir nicht
hinreichend. Anwendungen sind z.B. Schréodingeroperatoren —A+V mit Potential
V. Im Eindimensionalen diskutieren wir das in Kapitel 6.

Definition 5.1. Seien A und V' lineare Operatoren in H. Dann heifst V' A-
beschrankt (oder relativ beschrdankt bzgl. A), wenn dom A C dom V gilt und a,b > 0
existieren mit

Vx| < allz|| 4+ b||Az|| Vz € dom A.

Das Infimum tiber alle b, fiir die ein entsprechendes a existiert, heitt A-Schranke
von V.

o Ist V€ L(H) und A beliebig, so ist V' A-beschrankt mit A-Schranke null.

e [st VV A-beschrankt mit A-Schranke b, so existiert zu jedem € > 0 ein a. > 0
mit

V| < alz|| + (b+¢)||Az|| Vx € dom A.

45
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(Fiir e = 0 gilt das i.A. nicht!)

e V ist genau dann A-beschrankt, wenn dom A C domV gilt und o, > 0
existieren mit

[Vl < allz)|* + 8[| Az||* Yz € dom A.

Das Infimum iiber alle /7, fiir die ein solches « existiert, stimmt mit der
A-Schranke von V iiberein. (Beweis: Ubung.)

Proposition 5.2. Sei A = A* in H und V ein linearer Operator in H mit
dom A C dom V. Setze

Ct —hmsupHV )’1H
n—=too

(hier ||V (A —in)~|| = oo, falls V(A —in)~! unbeschrinkt ist). Dann
V' A-beschrinkt <= c; < 00 <= c_ < 0.

In diesem Fall ¢, = c_, diese Zahl stimmt mit der A-Schranke von V' iberein und
der lim sup st sogar ein lim.

Beweis. Schritt 1. Sei V' A-beschrinkt, d.h. es existieren a,b > 0 mit |Vz|? <
a?||z||? + b?||Az||* Vo € dom A. Dann ist fiir « > 0 und z € H

HVAiza xH <a2HAj:2a :cH—l—b2||AAiza a:H

:b?(b_ZHAim |+ [ AA £ ia) )

2

<A + z%) (Atia) 'z

(letzte Gleichheit: am besten letzten Term im Skalarprodukt ausschreiben und
A = A* verwenden). Mit a = ¢ folgt V(A +4%)~" € L(H) und

v (azi5)”

und da a hier beliebig grof gewéhlt werden kann, ¢y < b. Da dies fiir alle b > der
A-Schranke von V gilt, ist ¢ < der A-Schranke, insbesondere < oo.

<b

Y
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Schritt 2. Bemerke zuerst: Ist b > 0 und « > 0 mit ||V (A £ia)™!|| < b, dann
gilt

V|| = [[V(A = ia) (A — i)zl < bl[(A —ia)z|| < ballz[| + bl Az (5.1)

fiir alle x € dom A.

Sei nun eine der Zahlen ci endlich, 0.B.d.A. ¢, < oo. Fiir jedes b > ¢, ist
dann ||[V(A —ia)7!|| < b fiir alle hinreichend grofen o und daher V' A-beschriinkt
mit A-Schranke < ¢, siehe (5.1). Aus Schritt 1 folgt dann ¢, < der A-Schranke
von V', also stimmt ¢y mit der A-Schranke iiberein.

Ist b > liminf, o0 ||V(A —in) ||, so existiert & > 0 mit ||[V(A —ia)7 ] <b
und (5.1) impliziert, dass die A-Schranke von V' < liminf, o ||[V(A —in) 7! ist.
Aus limsup < liminf folgt Existenz des Limes, der dann mit ¢, iibereinstimmt.
Analog fiir c_. ]

Lemma 5.3. Seien A = A* in H und V ein linearer Operator in H mit dom A C
dom V. Gilt [V(A— X" <1 fiir ein X € p(A), so ist A+ V abgeschlossen und
Aep(A+V).

Beweis. Aufgrund der Voraussetzungen ist V(A — A\)™' € L(H) und ||[V(A —
A)7!| < 1. Nach dem Satz von der Neumannschen Reihe ist I + V(A — \)~!
invertierbar und (I + V(A —\)"!)~! € L(H), somit

A+V = A=T+V(A=N)"HA-N
invertierbar und
(A+V =N = A= T+V(A-N" e L(H).
Daher ist A + V abgeschlossen und A € p(A + V). O

Satz 5.4 (Rellich 1939, Kato 1951). Sei A ein linearer Operator in H und V
symmetrisch und A-beschrinkt mit A-Schranke < 1.

(i) Ist A= A*, soist (A+V)=(A+ V)~
(ii) Ist A= A*, soist (A+V) = (A+ V)"

Beweis. (i) Klarerweise ist A+ V symmetrisch. Selbstadjungiertheit: Nach Propo-
sition 5.2 kann 1 < 0 so gewihlt werden, dass ||V (A +in)~!|| < 1. Mit Lemma 5.3
ist A+ V abgeschlossen und Fin € p(A + V) fiir jedes solche n und daher A+ V
selbstadjungiert nach Satz 3.10.
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(ii) V ist symmetrisch, also abschlieRbar. Wir zeigen, dass V' A-beschrinkt ist
mit derselben Schranke: Sei z € dom A und (p)n C dom A mit z, — z und
Az, — Axz. Wegen der A-Beschrénktheit von V ist dann (Vz,,),, Cauchyfolge und
konvergiert. Also € domV und Vz,, — Vz. Daher

[Val| = lim V| < T (alleal] + bl Azall) = alla]] + ] Az

fiir gewisse @ > 0, b € (0,1) (und dom A C domV). Das zeigt die Relativbe-
schriinktheit mit derselben Schranke. Aus (i) folgt nun A+ V = (A + V)*. Bleibt
zu zeigen A+ V = A+ V. Da A + V abgeschlossen ist und A 4+ V enthilt, ist
“>” Klar. Fiir die Umkehrung sei € dom A = dom (A + V) und (z,,), C dom A
mit ¥, — z und (A + V)z, — (A + V)z wie oben. Dann € dom A+ V und
(A+V)r = Ax + V. O

Es gilt folgende Verschérfung von (ii) (hier ohne Beweis, siehe z.B. [Wei,
Satz 9.5]):

Satz 5.5 (Wiist 1971). Sei A = A* in H und V symmetrisch mit dom A C dom V.
Ezistiert ein a > 0 mit [|Vz| < a||lz|| + ||Az| fir alle x € dom A, so ist A+ V =
(A4 V)"

Achtung: Die Bedingung in Satz 5.5 ist nicht dquivalent zu
“V ist A-beschrankt mit A-Schranke < 17.

Letzteres reicht i.A. nicht aus; vgl. auch die Ubungen.

Definition 5.6. A = A* in H heilit halbbeschrinkt nach unten, falls ein v € R
(nicht notwendig > 0) existiert mit

(Az,2) > ||z||*> Vz € dom A.
Jedes solche v heifst untere Schranke fiir A und wir schreiben A > ~.
Lemma 5.7. Sei A= A* in ‘H. Dann gilt

A>~r << o(A) C[y,+0).

Beweis. “=": Ubungen (leicht).
“<” Fiir alle z € dom A gilt

(A )a,z) = / (t — 3)d(B(t)r, ) " L50 / (= (B, ) >0,

R
da Integrand > 0. [
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Satz 5.8. Sei A = A* in ‘H halbbeschrdinkt nach unten, A > ~v4. Sei V' sym-
metrisch und A-beschrinkt mit A-Schranke < 1, d.h. es existieren a > 0 und
be (0,1) mit

V| < allz| +b||Az|| Vz € dom A.

Dann ist A+ V halbbeschrankt nach unten und

a
m;a‘f‘bhﬂ}

v =4 — max {
ist eine untere Schranke fir A+ V.

Beweis. Nach Lemma 5.7 ist zu zeigen (—o0,7) C p(A+ V). Wir zeigen zunéchst
[V(A—XN)"t <1 fiir alle A < y(< 74). In der Tat,

[V(A=XN""z]| <a|/(A—X)""z||+b]|AA—X)"z|
und daher
VA= < af[(A=27H| +bflA(A =N
lj;%idE@H+b‘Am—éxﬂﬂ)H
Sasup{ﬁrtZM}vasup{ 1 |)\ 't>7A}

1 |74l }
—I—bmax{ .1
VA=A Ta— A

=a

=a

(Kurvendiskussion). Somit

V(A— N < ¢ b’“‘}.
IV ) H_max{fm_)\+ ”YA—/\jL Ya— A

T, also M‘i)\ +b < 1.
Andererseits auch A < v4 — (a + b|y4|), also ‘:j—‘j;‘i‘ < 1. Insgesamt folgt ||V (A —

M) < 1. Mit Lemma 5.3 folgt daraus A € p(A + V). O

Da A < v = y4 — max{7%,a + b|yal}, ist A < y4 —
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5.2 Kompakte und endlichdimensionale Storungen

In diesem Abschnitt untersuchen wir, inwiefern Stérungen das Spektrum verén-
dern bzw. welche Teile des Spektrums sie unverdndert lassen.

Definition 5.9. Sei A = A* in H. Das diskrete Spektrum von A ist definiert als

oa(A) == {) € ,(A) :dimker(A — X) < co und
Je > 0mit (A —e, A +e)No(Ad) ={A\}}.

Das wesentliche Spektrum (auch: essentielle Spektrum) von A ist
Oess(A) := 0(A) \ 04(A).

Also besteht 04(A) aus den isolierten Eigenwerten mit endlichen Vielfachheiten
und o (A) aus den Eigenwerten unendlicher Vielfachheit und den Haufungspunk-
ten des Spektrums. Insbesondere o.(A) C 0ess(A).

Erinnerung I: Eine Folge (z,), C H heilt schwach konvergent gegen x € H
(x, — x), wenn (x,,y) — (x,y) fur alle y € H. (Beispiel: Mit der Besselschen
Ungleichung zeigt man, dass jedes abzahlbare ONS schwach gegen null konvergiert,
wenn dimH = c0.)

Erinnerung II: Ein Operator K € L(H) heifst kompakt (Symbol: K € &), falls
er beschriankte Mengen auf relativ kompakte Mengen abbildet. Aquivalent: Fiir
jede beschrinkte Folge (x,,), C H hat die Folge (K x,), eine konvergente Teilfolge.
Auch &dquivalent: x,, — x impliziert Kz, — Kx. Nicht dquivalent, jedoch auch
wichtig: Ist dimran K < oo, so ist K kompakt. Und noch etwas: Ist B € L(H)
und K kompakt, so sind BK und KB kompakt.

Proposition 5.10. Es set A = A* in H und A € R. Dann sind dquivalent
(1) A € 0ess(A);
(ii)) J(zn)n € dom A mit ||z,|| =1, z, = 0und (A— )z, — 0 (singuldre Folge);
(iii) dimran E_cxe) = 00 fiir alle € > 0.

Beweis. (i) = (ii): Falls dim ker(A — \) = oo, wéhle (z,,), als orthonormale Folge
in ker(A — \). Ist A Haufungspunkt von o(A), so wihle (A\,), C o(A) mit A\, — A
und A\, # A, fiir n #% m. Wahle ¢, so, dass

M —em A te) N A —ems A tEm) =0, m#£n.



5.2 Kompakte und endlichdimensionale Stérungen 51

Dann ist E(x,—c, \,+e,) 7 0 und daher gibt es 2, € ran E(x,—c, A, 4e,) Wit [|2,|| =
1. Dann ist x,, L x,, fiir n # m, (insbesondere x,, — 0) und aufserdem z,, € dom A,

da

)\n+€n

/]R 2B ()2, 20) = /A (B (), 2) < 0

(wegen x, L ran Fp\(n,—c,Anten)); Siche Satz 4.22. Weiter

Anten
(A= N2 = / 1t APA(E(t)2,, 2,) = / [t — ARA(E(t),, 2,)

n—E&n

Anten

< [ M = A B 2)

An—én ——
<En

< (en+ M = A)?|lznll?> = 0, n— oo

(ii) = (ili): Angenommen, dimran Fy_. ;) < oo fiir ein € > 0. Dann ist
E(x—c ate) kompakt, d.h. z, — 0 impliziert E_. ez, — 0. Daher
=Nl = [ 1= B ) = [ [t~ NPA(E (W) 3,)
R R

\(A—e,A+e)

> 2 / Lot ey (DA(E (), )
R

=2 [ (1200 = o ensa (OB D, 20
R
= 52("]’.”"2 - HE(A—s,)\—i-s)mn”Z) — e’ 7£ 0,

Widerspruch.
(iii) = (i): Ubung (leicht). O

Lemma 5.11. Sei A = A* in H und p € p(A). Dann gilt fiir X # p: A € 0ess(A)
genau dann, wenn eine Folgen (x,,), C H existiert mit x,, — 0, ||x,| =1 und

(A=) = =p) ")z, —0.

Beweis. Sei A € 0es5(A). Wie im Beweis von Proposition 5.10 existiert eine Folge
(Tn)pn mit x, € ran By 1y 1y, [|[2,]| = 1, so dass z, Lz, fiir n # m und somit
z, — 0. Setze

c:=inf{|t — p|[\—p|:t€a(A)}.
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Dann ¢ > 0, da p € p(A), und

1 2 1 1 2
A— -1 _ —>l’n :/——— dEtxn’xn
H<< g A= li—p A—u (E(t) )
A—t 2
/(Ai’“i) (t = )N —p) (E®) )
< a2 0

Sei nun A ¢ 0es(A). Dann existiert e > 0 mit dimran F_. 4. < 00, insbe-
sondere E\_. 1<) kompakt. Ist (z,,), C H eine Folge mit z, — 0 und ||z, || = 1,
so gilt

l2all? = | Eo—ersaonll” = 1

und daher

O

=
R\ (A—&,\+¢)

2

2

L L B2, 2)

t—p A—p

2

A—t ,
> f < 2= B § )
= teo(AnE\A—erte)) | (E— )N — 1) R

A—t 2
— inf > 0.
tea(AN@R\(A—ex+2) | (£ — p) (A — 1)

]

Satz 5.12 (Stabilitdt des essentiellen Spektrums unter kompakter Stérung). Seien
A= A* und B = B* in 'H. Es gelte

(A=) = (B-p)~' b
fir ein, und dann fir alle, pn € p(A) N p(B). Dann ist Oess(A) = Oess(B).

Interpretation: B spielt die Rolle des gestorten Operators (vorher A + V). Die
Frage, ob V := B — A kompakt (bzw. Einschrankung eines kompakten Opera-
tors) ist, ist fiir unbeschrénkte A, B nicht zu beantworten, da dom (B — A) =
dom B Ndom A beliebig klein sein kann. Daher stattdessen Untersuchung der Re-
solventendifferenz (A — u)™' — (B — )~ L.
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Beweis von Satz 5.12. Genligt zu zeigen Oess(A) C 0ess(B). Sei p wie in der Vor-
aussetzung. Zu \ € 0es(A) existiert nach Lemma 5.11 eine Folge (x,,), C H mit
xp — 0, ||z,]] =1 und

((A T ﬁ) z, — 0.

Da (A—p)™ ' —(B—u)"t € Sy, folgt

Also A € 0eg(B) nach Lemma 5.11.
Gelte die Voraussetzung des Satzes fiir p = pq und sei ps € p(A)Np(B). Dann

(B —p2) ™" = (A= p2)7'= (T4 (2 — ) (A= p2)™") (B =)™ = (A=) ™")
(L (e = m)(B — p2)™") € 6o
(Beweis der Resolventenformel: selbst). O

Korollar 5.13. Seien A= A*, B= B* € L(H) mit B— A € &. Dann ist
Uess(A) = Uess(B)-
Beweis. Ubung/selbst. O

Korollar 5.14 (Spektralsatz fiir kompakte, selbstadjungierte Operatoren). Sei
A=A € 6.

(i) Falls dimH < 00, gilt oess(A) = 0.
(ii) Falls dimH = oo, gilt 0ess(A) = {0}.
In jedem Fall gilt

Az = Z Nz, xj)x;, x€H,

Jj€J

wobei \j, j € J, eine Abzihlung von o,(A) ist (die Eigenwerte werden mit Viel-
fachheiten gezdhlt) und x; € ker(A — \;) eine Orthonormalbasis von H bilden.
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Beweis. Die Aussagen (i) und (ii) folgen aus Korollar 5.13 mit B = 0. Aus dem
Spektralsatz 4.16 und dem Zusammenhang zwischen Spektralmaf und Spektrum
von A (Satz 4.18) erhalten wir

A= 3 B,
A€aq(A)

wobei E({\}) die Orthogonalprojektion auf ker(A — \) ist. Bilden z;, j € J, eine
ONB von H mit z; € ker(A—A;), j € J, (so eine existiert, weil 30, 4 E({A}) =
I), so gilt

E({A\})z = Z (x,xj)z;, x€H,

xj€ker(A—X)
fir jedes A € 0,(A), woraus die Darstellung fiir A folgt. m

Das Spektrum eines kompakten, selbstadjungierten Operators besteht also aus
isolierten Eigenwerten und null als einzigem moglichen Haufungspunkt. Null kann
ein Eigenwert sein oder zum stetigen Spektrum gehoren. (Wie sehen Beispiele
aus?)

Satz 5.15. Seien A = A* und B = B* in ‘H mit zugehirigen Spektralmafen E4
bzw. EB und gelte

dimran (A—p) ' = (B—p) ') =n<oo

fir ein, und dann fir alle, p € p(A) N p(B). Es sei (a, B) ein Intervall, so dass
dimran E(‘:ﬁ) < 00. Dann ist

’dim ran E{;ﬁ) — dimran E(Jiﬁ)’ <n.

Ist (o, B) C p(A), dann besteht o(B)N(«, B) aus hichstens n Eigenwerten (gezdihlt
mit Vielfachheiten).

(Hier ohne Beweis.)



Kapitel 6

Schrodinger-Operatoren in 1D

Wir wenden die Theorie der vorigen Kapitel auf Schrédinger-Operatoren —% +V
in L*(R) an.
Wir setzen

H*(R) := {f € L*(R) : f, f" absolut stetig, f” € L*(R)} .

H?(R) heikt Sobolevraum der Ordnung 2. Dabei heifit f : R — C absolut stetig,
falls f|4, absolut stetig ist fiir jedes kompakte Intervall [a,b] C R. (Alternative
Definition von H?(R) iiber schwache Ableitungen ist moglich.)

Erinnerung: Fir absolut stetige Funktionen siehe Beispiel 1.7; jede absolut
stetige Funktion f ist fast iiberall differenzierbar (in diesem Sinn sind oben die
Ableitungen gemeint); f erfiillt den Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung. Ebenso gilt die Regel der partiellen Integration,

B

5
/ g(x) f'(x)dx = g(B8)f(B) — g(a) f(e) —/ g (x)f (x)dz, (6.1)

«

fiir jedes beschrankte Intervall (o, 5) C R.

Notiz: Jedes f € H?*(R) ist stetig differenzierbar, da f(z) = f(0) + [, f/(t)dt fiir
alle x € R und f’ stetig ist.

Lemma 6.1. Fiir jedes € > 0 existiert ein C. > 0 mit
[irwpa<e [1rorasc [ 1opa v e mm.
R R R
Insbesondere ist f' € L*(R) fir alle f € H*(R).

95



o6 6 Schrédinger-Operatoren in 1D

Beweis. Seien € > 0 beliebig, L := L(¢) := \/¢/2 > 0 und (a, ) C R ein Intervall
der Léange L. Schreibe («a, 5) = J1 U Jo U J3 mit

J1::<a,oz+§>, Jy = [a+§,ﬂ—§} und J;;::(B—%,ﬁ)

(Drittelung). Sei f € H*(R). Zu jedem Paar von Zahlen s € .J; und ¢ € J; existiert
nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung ein xy = xo(s,t) mit

f/<x0> _ f(ti : £<S)7
woraus (wegen t — s > L/3) folgt
7o)l < TR+ 17 0)).

Daher gilt fiir alle € (a, 5) und alle s € Jy, t € J;

/()] =

o+ [ ] < 30561+ 000+ [ 1w

Integration bzgl. s {iber J; und bzgl. ¢ iber J; liefert
L2 / L2 IB 1!
AR ; £ (s)lds + If(t)ldt+ - |f (y)|dy

B8
s/ 1 |dy+—/ Py Vre ().

Folglich

rrs (% [ o [ 7o)
= (/ﬂ \f(y)!dy)2 2 (/5 \f”(y)ldy>2
e ( /|f |dy+/ ") |dy) Vo € (o, B).

Integration bzgl. z tiber («,

|f'(@)Pda < [f)ldy +2L% [ [f"(y)|*dy.
/a 162/ /
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Zerlege nun R disjunkt in R = (J;Z,(ay, 8;). Dann nach Wahl von L

|17 \d:c—Z/ Dfde <=2 [ 1Py +< [ 17wy

Weil £ > 0 beliebig gewiihlt war, folgt die Behauptung mit C, := 324, ]

£

Lemma 6.2. Fiir jedes f € H*(R) gelten

lim f(z)=0= lim f(z) wnd lim f'(z)=0= lim f'(x).

T—r—00 T—+00 T—r—00 T——+00

Beweis. Sei ¢ € R. Dann gilt fiir alle x < ¢

[ 167 ds = 5 (716 = 1)

(Partielle Integration wie in (6.1) mit ¢ = f). Fiir z — —oo hat die linke Seite
einen endlichen Grenzwert, da f, f' € L*(R). Also existiert lim, , ., f(z)? Aber
wegen f € L*(R) muss dieser Grenzwert dann null sein. Analog fiir +oco und fiir
[’ (vel. Lemma 6.1 fiir /' € L*(R)). O

Betrachte jetzt —% als Differentialoperator in L?(R):
Definition 6.3. Der Operator
Tof = —f//, dOHlTO = Ogo(R),
in L?(R) heikt minimaler von —% erzeugter Differentialoperator. Der Operator
Tf=—f" domT = H*R),
in L?(R) heikt maximaler von —% erzeugter Differentialoperator.

Erstes Ziel: T ist wesentlich selbstadjungiert und Ty = T ist selbstadjungiert.

Proposition 6.4. Der Operator Ty is symmetrisch und es gilt

ranTp = {g € CX(R) : /Rg(x)dx - /Rxg(x)dx - o}.
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Beweis. Fir f € Cg°(R) gilt

@r.h) = [

R

(= f")Fda P / f/Pdz € R,
R

somit Tj symmetrisch.
Ist g =Tpf fir ein f € C(R), dann g € C3°(R) und

L@@@M:Aﬁ@ﬂwm:—éggwﬂmmZaj:QL
%

Ist umgekehrt g € C§°(R), so dass beide Integrale verschwinden, wéhle [, 5] C R
mit supp g C (a, 8). Definiere

f@y:—/;/;m@w@ z €R.

Dann f € C®(R) und —f" = ¢g. Fiir x € (—o0,qa] ist f(x) = 0 klar. Fiir z €
(8, +00):

tay == [ [Catsyieas = [ gt [“atas =~ [ g(s)(e - 9

o [ g(s)ds+ [ sals)is =0

nach Voraussetzung. = f € dom 7y und Ty f = g. O]
Folgende Hilfsaussage geht in den Beweis von Satz 6.6 ein.

Lemma 6.5. Seien X ein Vektorraum diber C und F, Fy, Fy : X — C lineare
(antilineare) Funktionale mit ker Fy Nker Fy C ker F'. Dann existieren ¢y, c; € C
mit

Fr=cyFox + 1 Fix Vo e X.

Beweis. Setze
F:XC? z~ (Fox, Fix).
Auf ran F' C C2 definicre go(Fz) := Fx. Wohldefiniert:

(Fox, Fix) = (Foa!, Fix') = © — 2’ € ker Fy Nker Fy C ker F = Fa = Fx'.
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go auch linear (leicht). Dann hat gy eine lineare Fortsetzung g : C?> — C (Satz von
Hahn—Banach), und damit existieren ¢g,¢; € C mit

9(Yo, 1) = coyo + a1y Y(yo, 1) € C?,
also Flo = g(ﬁaz) = coFor + i Fix Vo € X. O]
Satz 6.6. Ty =T = T* und T ist halbbeschrinkt nach unten durch null.

Beweis. Wir zeigen zuerst T; = T, woraus folgt Ty = T*. Ist g € dom T, so gilt
fiir alle f € dom T

(Tof, 9) = /R (—f")ygda """ /R f(=g")dx = (f,Tg),

somit g € dom 7 und Tjg = T'g. = T C Tj;. Sei nun g € dom 7§ und

h(z) = — / ' / t(TJg)(s)dsdt, v €R,

fiir ein ¢ € R. Dann sind h, b’ absolut stetig und —h” = Tjjg. Fiir alle f € dom T
folgt

(—h")fda::/h(—f”)a@:/ﬁghmdaﬁ,

R

/ JTofde = (9. Tof) = (T3, f) = /
R

R

somit
/R(g — h)kdr =0 Vk € ranTy.
= ran’ly C ker F' fiir das antilineare Funktional
F:CPR)—=C, ks /R(g — h)kdz.

Andererseits ist nach Proposition 6.4 ranTy = ker Fy Nker F} (g € rtanTy < g €
ran Tp), wobei

F; : C°(R) — C, kH/xjk(x)dx, j=0,1.
R
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Nach Lemma 6.5 existieren cg, ¢; € C mit

Fk = coFok + c1 Fik = / (cok(z) + crzk(z))dz  Vk € C°(R).
R

Daher
/R (9(x) — h(z) — co — crz)k(z)dx = 0 Vk € C5°(R).

Da x +— g(z)—h(x)—cy—cix lokal integrierbar ist, folgt mit dem Fundamentallem-
ma der Variationsrechnung g(x) = h(z)+cy+cyx fiir fast alle z € R. Insbesondere
sind g und ¢’ absolut stetig, g € L*(R) nach Wahl und —¢” = —h" = T g € L*(R),
daher g € domT. =15 =T.

Es geniigt noch zu zeigen, dass T symmetrisch ist; dann folgt T =Ty C T =
T CT* also T =T*. In der Tat gilt fiir f € dom T mit partieller Integration

(Tf.f) = / (—f")Fda = / ()P € R,

da die Randterme nach Lemma 6.2 verschwinden. Da die rechte Seite nichtnegativ
ist, folgt auch 7" > 0. [

Wir addieren jetzt eine reellwertige Funktion (ein Potential) V € L*(R) dazu
und betrachten den Differentialausdruck —% + V.

Zweites Ziel: Zeige, dass —% +V mit H%(R) als Definitionsbereich einen selbst-
adjungierten Operator in L?(R) bildet.

Definition 6.7. Es sei V € L*(R) reellwertig. Der Operator
Tovf=—f"+Vf, domTyy = Cy°(R),
in L?(R) heikt minimaler Schridinger-Operator mit Potential V. Der Operator
Tvf=—f"+Vf domTy = H*R),

in L?(R) heikt mazimaler Schrodinger-Operator mit Potential V.
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Satz 6.8. Ty y =Ty =1y, und Ty ist halbbeschrinkt nach unten.

Beweis. Wir verwenden den Satz 5.5 von Kato—Rellich. Betrachte dazu den Mul-
tiplikationsoperator

Myf=Vf, domMy={feL*R):VfeL*R)}

in L2(R). My ist selbstadjungiert (vgl. Ubungen) und fiir f € H?(R) gilt
9 Holder 9 9
Ve < VIl (6.2)
(]| - || wieder Norm in L?(R)). Weiter existiert zu jedem & > 0 ein C. > 0 mit

@) = f(a) () e o2 / L (POTW + FOTO)de < 2 / FONF Ot
< / )Pt + / (1)

Lemma 6.1

2y / FOPdt+ ¢ / PR Vf € BX(R),

wobei wir 2ab < a® + b* fiir a,b > 0 benutzt haben. Zusammen mit (6.2) existiert
zu jedem € > 0 ein C. > 0 mit

[ Wik <vipasco [1sopaevie [ 1o v e B
R R R
Konsequenzen: dom 7" C dom My und zu jedem b > 0 existiert a > 0 mit

My fI| < all f[| + 0l Tf]] Vf € domT.
(Natiirlich erst recht, wenn man 7" durch 7y und dom 7" durch dom 7 ersetzt.) Also
ist My T-beschrankt (und Tp-beschrénkt) mit Schranke null. Mit Kato—Rellich ist
Toyv = Ty + My wesentlich selbstadjungiert und 7Ty = T + My selbstadjungiert.

Da Ty v C Ty, folgt auch Ty = Ty. Nach Satz 5.5 ist Ty halbbeschrankt nach
unten. O

Drittes Ziel: Sammle Informationen iiber das Spektrum von 7T und Ty, .
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Satz 6.9. (1) = 0.(T) = 0ess(T) = [0,00); T hat keine Eigenwerte.

Beweis. Da T > 0 nach Satz 6.6 liefert Lemma 5.7 o(T") C [0,00). Wihle eine
Hilfsfunktion ¢ : R — R mit ¢ € C*(R), 0 < ¢(z) < 1 fiir alle z € R und

1 <
go(x):{’ z=0, xz € R.
T

Fir m € N setze weiter ¢,,,(x) := p(|z| —m), x € R (C*°-Buckelfunktionen mit
Buckel — und Tréger — in (—m — 1,m + 1)). Ist A > 0, definiere

fm(z) == \/%som(:v)eiﬁ”", z €R.

Dann f,, € C5°(R) C domT'. Es gilt

1 0 0o
[itm@Pte =g ([ etz mpPae+ [ lote - )
R 2m \J_ 0
Substltutlon / | dt — 1 + _/ |(p | dt — 1 m — 00,
m

Andererseits ist
1

—fn(®) = Afm(x) = ﬁ( — ¢"(|z| — m) — 2iVAsgn(z)¢' (x| — m))eiﬁ‘x,

und da supp ¢’, supp ¢” C [0, 1], folgt mit I, :== (—m —1,—m) U (m,m + 1)
2
I — Mol = / = F() — Af(e) Y
“ / [ (Jal — m) + 20"/ Asgn(e)e (ja] — m)
2
<~ ("l + 2VAll¥ Hoo) —0, m— oo
Daher ist (T'— \)~! unbeschrinkt (falls es existiert), also A € o(7T'); vgl. Proposi-
tion 3.11 (ii). = o(T") = [0, 00).
Wir zeigen noch, dass T keine Eigenwerte hat. Angenommen, —f” = \f fiir

ein A > 0 und ein f € H*R). Dann ist f(z) = asin(v/Az) + bcos(v/Az) mit
a,b € C, und das liegt nur in L?(R), wenn a = b = 0 (Periodizitit). O
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Satz 6.10. Fiir V € L*(R) gilt oess(Ty) = [0, 00).

Beweis. Wir nutzen die Tatsache, dass die Resolvente von T explizit angegeben
werden kann, und zwar (fiir A < 0) via

(T =\)"g)(2) = 2\/;—7 /Re‘m'“"y'g(y)dy, g€ L*(R),
(Ubung). Daher ist

V@ (T =00 @) = 7= [ Ve g g e IR).

also My (T—\)~! Integraloperator mit Integralkern k(x,y) = 2\/lj\V(m)e‘*ﬂkﬂ_y'.
Wegen V € L*(R) ist k € L?(R x R) und daher My (T — \)™! € S. Ist A <0
hinreichend klein, so ist nach Satz 6.8 A € p(Ty) und es gilt

(T =N "My(T=XN)""=(T+My =X (T+My—X—=(T-=X)(T—-X"
= (T -\ = (Ty = N1

Da die linke Seite kompakt ist, folgt dasselbe fiir die rechte und Satz 5.12 impliziert
Oess(Tv) = 0ess(T') = [0, 00) mit Satz 6.9. O

Achtung! In diesem Beispiel betrachten wir 7"+ My, als additive Storung von 7.
Diese Storung, also der Operator My selbst, ist nicht kompakt, trotzdem folgt
Kompaktheit der Resolventendifferenz. Das zeigt die sehr allgemeine Anwendbar-
keit von Satz 5.12.
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Kapitel 7

Halbbeschrankte Sesquilinearformen
und selbstadjungierte Operatoren

In der Praxis ist es oft schwierig die Identitdit A = A* direkt nachzurechnen.

Die Darstellungstheorie fiir halbbeschriankte, abgeschlossene Sesquilinearformen

ist dazu ein wichtiges Hilfsmittel. Die Standardreferenz hierzu ist [K, Chapter VIJ.
Wieder H Hilbertraum iiber C mit Norm || - || und Skalarprodukt (-, -).

Definition 7.1. Eine Abbildung t : domt x domt — C heifst Sesquilinearform
(kurz: Form), falls dom t ein Untervektorraum von H ist, u +— t[u, v] fiir jedes v €
dom t linear ist und v — t[u,v] fiir jedes u € dom t antilinear ist. Die Abbildung
domt 3 u — t{u] := tu, u] heillt zugehorige quadratische Form. Eine Form t heift

e dicht definiert, falls domt dicht in H ist;
o symmetrisch, falls t{u,v] = t{v, u] Yu,v € dom t;
e halbbeschrinkt nach unten, falls v € R existiert mit
tlu] > yljul* Vu € domt;
wir schreiben t > ~;
e nichtnegativ, falls t > 0.
Ist t eine Form und o € R, so schreiben wir

(t+ a)[u,v] := tu,v] + a(u,v), dom (t+ «):=domt.

65
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Wir schreiben t C ¢/, falls
domt C domt  und  t{u,v] = t[u,v] Vu,v € domt

und t=1¢t, fallstC t und t' C t.
Wir halten eine triviale, aber wichtige Aussage fest:

Lemma 7.2. st t eine symmetrische, nach unten halbbeschrankte Form in H mit
t >y, dann ist (+,-):=t— v+ 1 ein Skalarprodukt auf domt und damit

H = (domt, (-, -)¢)
ein Prd-Hilbertraum (= Vektorraum mit Skalarprodukt).

Aufpassen: Natiirlich ist v durch die Eigenschaft t > ~ nicht eindeutig bestimmt;
hat man ein solches 7, so tut es auch jede kleinere reelle Zahl. Die Definition
von (-,-)¢ hidngt damit auch von ~ ab, aber man kann sich leicht iiberzeugen,
dass jedes 4/ mit t > 4/ ein Skalarprodukt produziert, dessen zugehorige Norm
aquivalent zur oben definierten ist. Deshalb legen wir keinen Wert auf die exakte
Wahl von 7.

Die zu (-, -); zugehorige Norm bezeichnen wir mit || - ||, d.h.

ullf = llull” + (t—=7)[u] Vue H,.
Insbesondere |Ju|| < [Jull Vu € H,.

Definition 7.3. Eine symmetrische, nach unten halbbeschrinkte Form t heifst
abgeschlossen, falls H; ein Hilbertraum ist.

Definition 7.4. Es sei t eine symmetrische, nach unten halbbeschrénkte, abge-
schlossene Form in H. Ein Untervektorraum D C domt heifst determinierender
Bereich (englisch: core) fiir t, falls D dicht in H; ist.

Lemma 7.5. Seien t,t' symmetrische, nach unten halbbeschrinkte, abgeschlossene
Formen in H und sei D ein determinierender Bereich sowohl fiir t als auch fir ¢
mit

tlu,v] = t'[u,v] Yu,v € D.
Dann gilt t = t'.

(Beweis: leicht; Ubung.)



67

Satz 7.6 (1. Darstellungssatz). Es seit eine dicht definierte, symmetrische, nach
unten halbbeschrinkte, abgeschlossene Form in H. Dann existiert ein eindeutiger
selbstadjungierter Operator T in H mit dom T C dom t und

tju,v] = (Tu,v) Yu € domT,v € domt.
Auflerdem:
(i) Fir jedesy € R:t> v <= T >~;
(ii) dom T ist ein determinierender Bereich fiir t;

(iii) Ist D ein determinierender Bereich von t und sind u € domt und w € ‘H
mat

tlu,v] = (w,v) Yv e D,
so st u € domT und Tu = w.

T heilt darstellender Operator der Form t.

Bewers. Es sei t > ;. Fiir jedes feste u € H setze
lyv] == (u,v), v €& H,.
Dann
[Cu[v]] < Julllloll < [ullllo]le Vo € H,

= {, € Hi mit ||4,]] < ||ul|. Nach dem Satz von Fréchet-Riesz existiert ein
eindeutiges v’ € H; mit

(w,0) = Lufv] = (W' 0)e Vo eHe und o= (6] < [lu].
Wir definieren
A:H—H, Au:=u', ueH.
Dann

[Aull = {lu'[] < [le'[le < flull VueH
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und natiirlich auch ||Aull¢ = ||[v/|¢ < ||ul]] Yu € H. Also ist A beschrénkt als
Operator von H nach H, aber auch als Operator in H. Weiter
(u,v) = (v, v) = (Au,v)e = (t — v+ D[Au,v] Yu € H,v € Hy. (7.1)
Daher
t{Au,v] = (u— (1 — v Au,v) Yu e H,ve H,. (7.2)

A ist injektiv, denn Au = 0 impliziert mit (7.1) (u,v) = 0 Vv € Hy; da H; dicht in
H ist, folgt u = 0. = A~':H, Dran A — H existiert. Fiir u € H setze w := Au,
d.h. u = A~ 'w. Dann liefert (7.2)

tw,v] = (A" + % — Dw,v) = (Tw,v) Vv € domt,w € ran A, (7.3)
wobei wir den Operator 7' : H D domT" — H definieren als
Tw:= (A" 4+~ —1w, domT :=ranA.

T = T*: T ist symmetrisch wegen (7.3) und der Symmetrie von t. Auferdem
ist (T —~+1)"' = A e L(H), also T abgeschlossen und ~, — 1 € p(T). Da p(T)
offen ist, existiert A € C \ R mit \, A\ € p(T); nach Satz 3.10 ist also T = T*.

(i) Es ist zu zeigen, dass domT = ran A dicht in H, ist. In der Tat, jedes
v € Hy mit v L ran A in H, erfiillt

0= (Au,v)¢ = (u,v) Yu € H,

somit v = 0.
(i) Sei v € R mit t > . Dann gilt

(Tu,u) = tu] > v||ul|* Vu € domT,
also ist T' > ~. Ist umgekehrt 7" > v, dann
tlu] = (Tw,u) > v|jul* Yu € domT.

Da dom T nach (ii) dicht in H, ist, folgt durch Approximation t[u] > y||u||* Vu €
dom t (Details: Ubung).
(iii) Seien D determinierender Bereich von t, u € domt und w € H mit

tlu,v] = (w,v) Vv € D,
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woraus folgt

(u,v)¢ = (w,v) + (1 —y)(u,v) Yo e D. (7.4)
Da D determinierender Bereich von t ist, ist D dicht in H; aufserdem impliziert
Konvergenz in ‘H; Konvergenz in H, da || - || < || - ||« auf H;. Deshalb folgt durch
Approximation die Giiltigkeit von (7.4) fiir alle v € H; = dom t und somit

tlu,v] = (w,v) Vo € domt. (7.5)

Fiir v € domT C dom t folgt

(w,v) = t{u,v] = tv,u] = (Tv,u) = (u, Tv).

Damit v € dom 7" = dom T und Tu = T"u = w.
Eindeutigkeit von T": Sei T” ein weiterer selbstadjungierter Operator in H mit

tlu,v] = (T"u,v) Yu € domT",v € domt.

Dann 7" C T', denn fiir jedes u € dom 7" und w := T"u liefert (iii) v € dom 7" und
Tu=w = T"u. Es folgt

TcTr=T"c(T)y =T,
somit T'=T". O

Bemerkung. Nach dem vorigen Satz erzeugt jede abgeschlossene, dicht definierte,
halbbeschrinkte Form einen selbstadjungierten Operator. Die Umkehrung gilt
aber auch: Ist T'=T" > v in H und setzt man

tolu,v] := (Tw,v), domty=domT,

so ist ty eine dicht definierte, halbbeschrinkte Form, allerdings i.A. nicht ab-
geschlossen. Die Vervollstindigung von Hy, fithrt aber zu einer abgeschlossenen,
halbbeschrankten Form tin H, deren darstellender Operator mit 7" iibereinstimmt.
Es gibt also eine 1:1-Korrespondenz zwischen selbstadjungierten, halbbeschrank-
ten Operatoren und abgeschlossenen, halbbeschrénkten, dicht definierten Formen.
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Ist T'=T* > 0, so kann man (z.B. iiber den Funktionalkalkiil aus Kapitel 4)
eine Quadratwurzel definieren,

TV = / VtdE(t)u, domTY? = {u eH: / td(E(t)u,u) < oo} :
0 0

(Integral als Grenzwert in 7 definiert wie in Proposition 4.21). Dann ist 7"'/2
selbstadjungiert und nichtnegativ mit 7%/?TY? = T und domT C domT"/?
(Ubung). (Beachte zu den Definitionsbereichen:

dom T = dom (TY?T"?) = {ue dom TV : TY/?y € dom T1/2} :
und das ist i.A. kleiner als dom 7''/2.) Die Quadratwurzel von T steht ebenfalls in
enger Beziehung zur mit T assoziierten abgeschlossenen Form:

Satz 7.7 (2. Darstellungssatz). Seit eine dicht definierte, symmetrische, nichtne-
gative, abgeschlossene Form in H mit darstellendem Operator T'="T* > 0. Dann
gilt dom T"? = dom t und

t{u,v] = (TY?u, TV*v) Vu,v € domt.
Beweis. Wir definieren
[u,v] == (T"%u, TY?v), domt := dom T2,

und zeigen t' = t. Zunéchst ist ¥ symmetrisch, dicht definiert und nichtnegativ,
und aus der Abgeschlossenheit von T1/2 folgt, dass Hy vollstindig ist, also ¢
abgeschlossen; vgl. Lemma 1.2. Aufserdem gilt

t'[u,v] = (Tu,v) = tju,v] VYu,v € domT, (7.6)

und dom 7 ist nach Satz 7.6 (ii) ein determinierender Bereich fiir t. Wenn wir zei-
gen kénnen, dass dom 7" auch ein determinierender Bereich fiir ¥’ ist, folgt aus (7.6)
und Lemma 7.5 die Behauptung. Dazu zeigen wir, dass der darstellende Operator
T’ von ¢ mit T tbereinstimmt. Dann liefert Satz 7.6 (ii) das Gewiinschte. Fiir
u € dom T’ und v € domt' gilt

(T'u,v) = '[u,v] = (TY?u, T?v),

insbesondere T2y € dom (TV/?)* = dom T"/? und TV2T?y = (TY/?)*T" % =
T'u. = v € domTY2TY? = domT und Tu = TY?TV?y =T'u. = T' C T =
(beide Operatoren selbstadjungiert) 7" = T ]



Kapitel 8

Sturm—Liouville-Operatoren auf der
Halbachse

Als Anwendung des 1. Darstellungssatzes Satz 7.6 zeigen wir Selbstadjungiertheit
von Sturm—Liouville-Operatoren mit der Wirkung —%p% + ¢ auf der Halbachse
(0, 00) im Hilbertraum H := L?(0, 00). Wie immer sind || - || und (-, -) Norm bzw.
Skalarprodukt in H. Analog zu Kapitel 6 definieren wir

H'(0,00) := {f € L*(0,00) : f absolut stetig auf (0,00), f' € L*(0,00)} .

Dabei heifit wieder f absolut stetig auf (0,00), wenn f auf jedem kompakten
Intervall [a,b] C (0,00) absolut stetig ist. Beachte: Ist f € H'(0,00), dann ist
f' integrierbar auf [0, ] fiir jedes ¢ > 0 und damit f absolut stetig auf [0, c|.
Insbesondere existiert f(0) := lim,\o f(z).

Analog zu Lemma 6.2 zeigt man

Lemma 8.1. Fiir f € H(0,00) gilt lim, ,, f(z) = 0.
Weitere Eigenschaften:

Proposition 8.2. Der Raum H'(0,00) ist mit dem Skalarprodukt

(fag)Hl(O,oo) = (f7g)+(f,7g/>a f7g€H1(0700)’

und der zugehdrigen Norm
1/2
Al 0,00 = (ILFIZ+ LF117) 7, f € HY(0,00),
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ein Hilbertraum. Der Untervektorraum
H;(0,00) :={f € H(0,00) : f(0) =0}
ist abgeschlossen in H'(0,00) und damit selbst ein Hilbertraum.

Beweis: Ubungsaufgabe.
Wir betrachten jetzt den Sturm-Liouville-Differentialausdruck —%p% + ¢ mit
Koeffizienten p, ¢ : (0,00) — R. Wir setzen voraus, dass

e p messbar ist und Konstanten m, M > 0 existieren mit m < p(x) < M fir
alle z € (0, 00);

e ¢ messbar und beschrankt ist.

In L*(0,00) betrachte den Dirichlet-Operator (Name wegen Randbedingung)

Tnf =—(f") +af,
domTp = {f € H'(0,00) : pf’ absolut stetig, (pf')" € L*(0,00), f(0) = 0}.

Satz 8.3. Tp =T} > inf q.
Beweis. Betrachte die Sesquilinearform
Wlfl = [ prgdn+ [ afgds, domts = Hy0.00).
in L?(0, 00).
e tp dicht definiert, da C§°(0,00) C dom tp.

e {p symmetrisch:

wlf.gl= [ prFde+ [ afgdo= [ pgTdas [ agfis =7
0 0 0 0

fiir alle f, g € dom tp.
e tp > infq:

lf] = / Pl ()P + / Q\f (@) Pde > (nf || /|2 Vf € domtp,

-~

>0
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e tp abgeschlossen: Es ist Hy, = domtp = HJ(0,00). Die zugehorige Norm
|| - |l erfullt

1£1lg, = (to —inf g + 1)[f] > / plf (@)[Pdz + || £

0
> mllfI* + IFII* = min{m, L 700 Vf €My

und
I£1I, = (to — inf g + 1)[f]
< MJ||f'|I* + (supgq — inf g + 1) f]*
< max{M,supq —inf g+ 1}[| f[|7n 000y Y € Hip.
Also stimmen Hy, und HJ(0,00) algebraisch iiberein und die Norm || - ||,
ist dquivalent zur Norm || - || g1(0,00)- Mit Proposition 8.2 folgt, dass tp ab-

geschlossen ist.

Nach dem 1. Darstellungssatz (Satz 7.6) existiert ein eindeutiger selbstadjungier-
ter, nach unten durch inf ¢ halbbeschrinkter Operator T in L?(0, 00) mit

to[f,9] = (T'f,g) YfedomT,g € domtp. (8.1)

Wir zeigen nun, dass dieser Operator mit Tp iibereinstimmt, was den Satz beweist.
T C Tp: Sei f € domT. Dann f € domtp = H}(0,00). Mit

hz) = / TR — a)f(B)dt, e [0,00),

ist h absolut stetig auf (0,00) und es gilt b’ = Tf — qf € L*(0,00). Fiir alle
g € C§°(0,00) C domtp folgt

| hganert = [ itgs =~ [T (@) - afygis
0 0 0
(8.1) <o X =
=" —tp[f,g] + qfgde = — [ pfgde
0 0

und daraus [ (h-+pf’)g'dz = 0 fiir alle g € C5°(0, 00). Mit dem Fundamentallem-
ma der Variationsrechnung erhalten wir pf’ = —h + ¢ fiir ein ¢ € C. Insbesondere
ist pf’ absolut stetig auf (0,00) und —(pf’) =h =Tf — qf € L*(0,00). Daraus
folgt f € domTp, und Tpf = —(pf') +qf =Tf. Also T C Tp.
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Tp C T: Sei f € domTp, also f € Hi(0,00), pf’ absolut stetig und (pf’)" €
L*(0,00). Dann folgt mit Lemma 8.1

(—(pf") +qf, g) "= / pf'g'dx + / qfgdz = tp[f,g] Vg € domtp
0 0

und mit Satz 7.6 (iii) folgt f € domT (und T'f = —(pf’) + qf). O

Anstelle der Dirichlet-Randbedingung kann man auch andere Randbedingun-
gen stellen: Fiir a € R setze

Tof =—(f) +af.
dom 7T, = {f € H'(0,00) : pf absolut stetig, (pf')’ € L*(0,00), f'(0) = af(O)} ,
in L?(0, 00). (Robin-Randbedingung bzw. Neumann-Randbedingung fiir o = 0.)
Satz 8.4. T,, =T und T, ist halbbeschrinkt nach unten fir alle o € R.

Beweis. Selbst; zeige, dass die Sesquilinearform

lf g = /0 pf'gd + /0 afgdz + af(0)g(0), domt, = H'(0, 00),

dicht definiert, symmetrisch, halbbeschrankt nach unten und abgeschlossen ist
und dass der zugehorige darstellende Operator mit T, iibereinstimmt. [

Bemerkung. Wie in Kapitel 6 gibt es auch hier einen minimalen und einen
mazimalen Operator in L?(0, 00), ndmlich

TOf - _(pf/>, + Qfa dom TO - C((]X)(Oa 00)7
und

Tf=—f) +af,
domT = {f € H'(0,00),pf" absolut stetig, (pf')’ € L*(0,00)},

und man kann wieder 7] = T zeigen. Aber diesmal ist 7" nicht selbstadjungiert
(nicht mal symmetrisch, aus Mangel an Randbedingungen, die bei der partiellen
Integration Randterme vernichten kénnten), und Tj nicht wesentlich selbstadjun-
giert; sonst hitte Ty nur eine selbstadjungierte Erweiterung, némlich Ty (wie im
Beispiel aus Kapitel 6). Aber Tj hat unendlich viele verschiedene selbstadjungier-
te Erweiterungen, ndmlich 7Tp und alle T, mit o € R. Das ist aber die iibliche
Situation: Ist S C S* in H nicht wesentlich selbstadjungiert und besitzt S eine
selbstadjungierte Erweiterung, so hat S bereits unendlich viele selbstadjungierte
Erweiterungen.
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