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Aufgabe 1: Betrachten Sie die reellen Zahlen, ausgestattet mit der Abstandsfunktion

|x| =
{

x, wenn x ≥ 0,
−x, wenn x ≤ 0,

x ∈ R. (1)

Aus der Vorlesung ist bekannt, dass dies eine Metrik ist und daher die Dreiecksungleichung

|x + y| ≤ |x|+ |y|, x, y ∈ R. (2)

Zeigen Sie, dass zusätzlich auch die inverse Dreiecksungleichung gilt:

|x| − |y| ≤ |x− y|, x, y ∈ R,

Hinweis: Verwenden Sie nicht die Definition (1) der Abstandsfunktion, sondern lediglich die Drei-
ecksungleichung (2).

Aufgabe 2: Betrachten Sie die reellen Zahlen, ausgestattet mit der Metrik d(x, y) = |x−y|. Geben
Sie an, welche der folgenden Teilmengen beschränkt und welche unbeschränkt sind:

a) A =
{

1
1+x2 : x ∈ R

}
b) B =

{
x2

1+x2 : x ∈ R
} c) C =

{
1

x−1 : x ∈ R \ {1}
}

d) D =
{

x2−1
x−1 : x ∈ R \ {1}

}
Aufgabe 3: Zeichnen Sie die folgenden Intervalle auf und erklären Sie deren Unterschiede. Argu-
mentieren Sie welche der Intervalle offen bzw. abgeschlossen sind.

a) [0, 1] = {x ∈ R : 0 ≤ x ≤ 1}

b) (0, 1) = {x ∈ R : 0 < x < 1}

c) [0, 1) = {x ∈ R : 0 ≤ x < 1}

d) (0, 1] = {x ∈ R : 0 < x ≤ 1}

Aufgabe 4: Sei M eine Menge mit Metrik d.

a) Zeigen Sie, dass für zwei offene Mengen O1, O2 sowohl deren Vereinigung O1 ∪ O2 alsauch
deren Durchschnitt O1 ∩O2 wieder offen ist.

b) Zeigen Sie, dass für zwei abgeschlossener Mengen A1, A2 sowohl deren Vereinigung A1 ∪A2

alsauch deren Durchschnitt A1 ∩A2 wieder abgeschlossen sind.

Aufgabe 5: Betrachten Sie einen Metrischen Raum ihrer Wahl.

a) Finden Sie eine unendlich Anzahl offener Mengen (On)∞n=1, deren Durchschnitt
∞⋂

n=1
On nicht

mehr offen ist.

b) Finden Sie eine unendlich Anzahl abgeschlossene Mengen (An)∞n=1, deren Vereinigung
∞⋃

n=1
An

nicht mehr abgeschlossen ist.

Aufgabe 6∗: Sei M eine Menge mit Metrik d. Folgern Sie aus den Metrik-Axiomen von d, dass
auch die Abbildung

d̃(x, y) =
d(x, y)

1 + d(x, y)
, x, y ∈M,

diese Axiome erfüllt und somit eine Metrik auf M ist.


