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Aufgabe 61
Es seien I ⊂ R ein Intervall und L∞(I) der Vektorraum der beschränkten Funktionen f : I → R.
Zeigen Sie, dass die Abbildung ‖ · ‖∞ : L∞(I)→ R,

‖f‖∞ := sup
x∈I
|f(x)|, f ∈ L∞(I),

eine Norm auf L∞(I) ist.

Aufgabe 62
Gegeben seien eine beschränkte Funktion h : R→ C und der Operator

T : L2(R)→ L2(R), (Tf)(x) = h(x)(f(x)− f(x− π)).

(i) Zeigen Sie, dass T beschränkt ist.

(ii) Bestimmen Sie den adjungierten Operator T ∗ von T .

Aufgabe 63
Überprüfen Sie, welcher der drei Operatoren Pj : `2(N) → `2(N), j ∈ {1, 2, 3}, eine Projektion
bzw. eine Orthogonalprojektion ist:

(i) P1(x1, x2, x3, x4, . . . ) = (x1,−x1, 0, 0, . . . )

(ii) P2(x1, x2, x3, x4, . . . ) = (x1, x2, . . . , x42, 0, 0, . . . )

(iii) P3(x1, x2, x3, x4, . . . ) = (−x1,−x2,−x3,−x4, . . . )

Aufgabe 64
Betrachten Sie den Operator T : L2(0, 3)→ L2(0, 3) mit (Tf)(x) := h(x)f(x), wobei die Funktion
h durch

h(x) :=


1, x ∈ (0, 1],

i, x ∈ (1, 2],

4 + 2i, x ∈ (2, 3),

gegeben ist.

(i) Bestimmen Sie alle Eigenwerte von T und die zugehörigen Eigenräume.

(ii) Beweisen Sie, dass 2 ∈ ρ(T ).

Aufgabe 65
Lösen Sie das Sturm–Liouville-Eigenwertproblem mit Dirichlet-Randbedingungen

− f ′′(x) = λf(x), x ∈ (−π, π),

f(−π) = 0 = f(π),

für das Intervall (−π, π), das heißt, bestimmen Sie alle Eigenwerte λ und die zugehörigen (hinrei-
chend oft differenzierbaren) Eigenfunktionen f ∈ L2(−π, π).


