Kapitel 1

Approximation von Funktionen

Die polynomiale Approximation von Funktionen f(x) einer Verdnderlichen x € R dient
einerseits der Verarbeitung von experimentellen Daten, d.h. fiir eine gegebene Punktmenge
{(z4, fi) }1=, ist eine geeignete funktionale Darstellung f,(x) zu finden, andererseits ermog-
licht die Approximation einer gegebenen Funktion f(z) durch ein Polynom eine einfache
Realisierung von Differentiation und Integration. Spéter werden diese Konzepte zur Ap-
proximation von Funktionen auch zur néherungsweisen Losung von Anfangs— und Rand-
wertproblemen gewdchnlicher und partieller Differentialgleichungen bzw. von Integralglei-
chungen eingesetzt.

1.1 Interpolation

Gegeben seien n+1 Paare {(;, fi) }7—, von paarweise verschiedenen Stiitzstellen z; # x; fiir
i # 7 und zugehorigen Funktionswerten f;; fiir eine gegebene Funktion f(z) sei f; = f(z).
Gesucht ist das Interpolationspolynom

falz) =) apa® (1.1)

mit noch zu bestimmenden Zerlegungskoeffizienten aq, . .., a,, welches in den Stiitzstellen
x; die Interpolationsgleichungen f,(z;) = f; erfiillt, d.h.

n

fulz) = Z apzt = f; firi=0,...,n. (1.2)

k=0

Diese n + 1 Gleichungen entsprechen dem linearen Gleichungssystem
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bzw.

Apa=f (1.4)
mit der durch die Eintrage

Auliy k) = af

)

fir i,k =0,...,n (1.5)

definierten Systemmatrix
An c R(n—l—l)x(n-ﬁ-l).

Die Zerlegungskoeffizienten ay, des Interpolationspolynoms f,,(z) sind genau dann eindeutig
bestimmt, wenn das lineare Gleichungssystem (1.4) eindeutig l6sbar ist. Zu untersuchen ist
deshalb die Invertierbarkeit der Systemmatrizen A,,.

Lemma 1.1. Die durch

1z 22 ... af
1z 22 "
1 DY 1

gegebenen Systemmatrizen A, € RUTVXHD) gind Vandermonde—Matrizen. Fiir diese gilt

detA, = H (x; — ;). (1.7)

0<i<j<n

Beweis: Der Beweis von (1.7) erfolgt durch vollsténdige Induktion nach n. Fir n =1 ist

. 15(70
Al_(l 1'1)

und somit folgt die Induktionsverankerung

1 «x
detAlzdet( 1 x?) =12 —a0.

Fiir Matrizen der Gestalt

2 n
1 =z zg xg
n
n — .
2 n
1 z, z2 ks

gelte also die Induktionsvoraussetzung

detA, = H (xj — ;).

0<i<j<n
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Sei nun
1 =z ap ot
1 oz a? gttt
An-‘rl = : :
1 oz, 22 ... v ot
1 xppn 20y, - 2y i

Fiir die Berechnung der Determinante von A, ergibt die Subtraktion des z¢—fachen der
(k — 1)—ten Spalte von der k—ten Spalte fir k =n+ 1,n,...,1

1 0 0 e 0 0
1z —x 2?2 — 2011 oAl —mertt Pt — 22l
detAn—i—l = :
1z, —x 22 —xor, ... a2 —xex™ b ™t — gan
1 2 n n—1 n+1 n
Tntl — Lo Tpyr = Lolntl -0 Tpgpp = Lolpgy Tppgp — Lolpyg

Durch Entwicklung nach der ersten Zeile folgt dann

1 — To (r1 —x0)21 ... (31— 20)07 " (x1 — zg)x?
detAn+1 =
Tng1 —T0 (Tnp1 — 0)Tnsr - (T — @0)2py1  (Tpgr — To)zpyy
1 oz .2t an

= (21 —20) - (Tnt1 — T0)

&
J’_
—

1 LTn+1

n
xn—l—l
Mit der Induktionsvoraussetzung ist

n—1 n

) = H (2 — =)
: : 1<i<j<n+1

n—1 n
1 Tnt1 Tptr1 LTnti

und somit gilt
detAn+1 = (Il — Io) e (l’n+1 — 1’0) H (Ij — LUZ) = H (l’j — .Z’Z> .
1<i<j<n+1 0<i<j<n+1
|

Fiir paarweise verschiedene Stiitzstellen x; # z; fiir alle ¢ # j folgt somit detA,, # 0 und
damit die Invertierbarkeit der Systemmatrizen A,,. Damit ist das lineare Gleichungssystem
(1.4) und somit die Interpolationsaufgabe (1.2) eindeutig lésbar.
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Beispiel 1.1. Firn =2 und x € [-5,5] fihrt die Interpolation der Funktion

1
in den gleichmdaj$ig verteilten Stiitzstellen
260:—5, 261:0, LL’2:5
auf das lineare Gleichungssystem
1 =5 25 ao . 1
10 0 = — 1 26
“ 26
1 5 25 [25)
mit der Losung
1
a():l, alz(), a2:—2—6.
Damit lautet das zugehorige Interpolationspolynom
1
folz) = 1— 2—63;’2.

1,0

TTTTTT9%
50 25

TTTT]TTTT ]
0 25 50

gl

1
Abbildung 1.1: Interpolationspolynom fy(x) von f(x) = T
x

Allgemein kann das Interpolationspolynom (1.1) geschrieben werden als

fa(@) = Y ad® = arpr(x)
k=0 k=0
mit den Basisfunktionen

wolx) =1, @i(x) =2, @o(x)=22 ..., @u(z)=2" (1.8)
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1,0
Abbildung 1.2: Monome ¢ (z) = 2" fiir k = 0, 1,2, 3.

Die Verwendung von Monomen ¢ (x) = z* als Basisfunktionen erfordert die Losung der
linearen Gleichunssysteme (1.4), deren Systemmatrizen durch die Vandermonde-Matrizen
(1.6) gegeben sind. Es stellt sich die Frage, wie durch eine geeignete Wahl von Basisfunk-
tionen g (x) die Losung des resultierenden linearen Gleichungssystems moglichst einfach
gestaltet werden kann. Dies motiviert die folgende Definition der Lagrange—Polynome.

Die Monome @3 (x) = z* bilden eine Basis des linearen Raumes der Polynome vom Grad

n’
n

I, = span{gok(x)}:_o = span{xk}

Jedes Polynom f,, € II,, mit maximalen Grad n kann also als Linearkombination der Basis-
funktionen @y (z) dargestellt werden,

k=0

falz) = Zak@k(x) = Zakxk-
k=0 k=0

Der Ubergang zu einer anderen Basis

n

II, = span{:zk}::() = span{@bk(:)s)}

k=0

mit Basisfunktionen 1, (z) ermoglicht fiir das Interpolationspolynom den Ansatz

falz) = bt ()

mit noch zu bestimmenden Zerlegungskoeffizienten b fiir £ = 0,...,n. Die zugehdrigen
Interpolationsgleichungen lauten dann

fa@s) =Y bstpi(wi) = fi fiwi=0,....n
k=0
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Yo(wo) . Pn(x0) bo Jfo
: : (1.9)

Die Basisfunktionen 1 (z) sollen nun derart gewéhlt werden, so dafi das lineare Gleichungs-
system (1.9) besonders einfach zu 16sen ist. Insbesondere aus der Forderung

1 firi=k,
() = { 0 firi £k (1.10)
folgt
b, = fr firallek=0,...,n
und somit

() = frtn(e).
k=0
Die Forderung (1.10) motiviert die Definition der Lagrange—Polynome

) = ] ;__9;9 fir k=0,...,n. (1.11)
j=0gk R

Die in (1.11) definierten Lagrange-Polynome { L} (x)}}_, bilden eine Basis im Raum II,, der
Polynome vom Grad n. Fiir das Interpolationspolynom ergibt sich dann die Darstellung

falw) = ) flaw)Li(x). (1.12)

Beispiel 1.2. Fir die Stitzstellen
260:—5, 261:0, LL’2:5

ergeben sich die in Abbildung 1.3 dargestellten Lagrange—Polynome

1 1
L2 - 2~
o) = 557"~ 19

1 1 1
r, Li(z)= —2—5562 +1, Li(x)= —2°+ —x.

~ 50 10

Abbildung 1.3: Lagrange-Polynome L%(x), k =0, 1, 2.
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Fiir das Interpolationspolynom fo(x) der Funktion

folgt dann 1
fula) = F(-B)L3(a) + SO)L (@) + FEIA) = 1 - o,

1.2 Abschitzung des Interpolationsfehlers
Fiir eine gegebene Funktion f bezeichne f, € II,, das Interpolationspolynom mit
folz) = f(x;) firi=0,...,n. (1.13)

Dabei seien die n+ 1 paarweise verschiedenen Stiitzstellen z; € [a,b] in einem beschrénkten
Intervall [a, b] gegeben. Abzuschéitzen bleibt der Fehler

en(x) = f(z) — fulx) fiir z € [a,b].

Satz 1.1. Sei f(z) im Intervall [a,b] n + 1-mal stetig differenzierbar, und sei f,(z) das
Interpolationspolynom vom Grad n mit f,(x;) = f(z;) in den n+1 paarweise verschiedenen
Stiitzstellen x; € [a,b]. Fir den Interpolationsfehler in x € [a,b] gilt dann die Darstellung

1

f(x) = fulz) = m

ForD( H T — ;) (1.14)
7=0

mit einer geeigneten Zwischenwertstelle £(x) € |a, b].
Der Beweis von Satz 1.1 beruht auf einer Anwendung des Satzes von Rolle:

Satz 1.2 (Satz von Rolle). Sei f(x) fir x € [a,b] stetig, differenzierbar in (a,b), und es
gelte f(a) = f(b). Dann gibt es wenigstens eine Stelle & € (a,b) mit

f'€) =0

Beweis: Eine in [a, b] stetige Funktion nimmt dort ihr Maximum und ihr Minimum an.
Folglich existieren «, 5 € [a, b] mit

fla) = min < max f(z) = f(5).
z€a,b] z€la,b]
Im Fall f(a) = f(B) ist f(z) in [a, b] konstant und somit gilt f'(z) = 0 fiir alle z € (a, b).
Im Fall f(« ) < f(B) sind wieder zwei Fille zu unterscheiden: Fir f(a) = f(b) < f(8) folgt
g € (a,b), d.h. f(x) hat in § ein lokales Maximum und es folgt f/(5) = 0.
Fir f(a) = f(b) > f(« ) folgt entsprechend, dass f(x) in o € (a,b) ein lokales Minimum
hat, d.h. es gilt f'(a) = 0. [
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Beweis von Satz 1.1: In den Stiitzstellen x = x; folgt aus den Interpolationsgleichungen
(1.13)

en(i) = f(z) — fulz)) = 0 firi=0,...,n.
Fiir die von einem reellen Parameter o € R abhéngige Funktion

n

ga(@) == enlz) —a [ [ (2 — ;)

=0
folgt dann
o) =0 fiiri=0,...,n.
Fiir ein beliebiges T € [a, b] mit & # z; fiir i = 0,...,n ist
a=— en(7)

[1(7— )

7=0
wohldefiniert und es folgt

9a(T) =
Damit hat die Funktion gg(z) im Intervall [a,b] n + 2 paarweise verschiedene Nullstellen
xg,...,o, und T. Nach dem Satz von Rolle besitzt dann ¢4(x) in [a,b] n + 1 paarweise
verschiedene Nullstellen und durch rekursives Anwenden folgt, dafl gé"H)(x) in [a,b] eine
Nullstelle £(Z) € [a, b] besitzt. Fiir diese ist
0=¢"Ve@) = dnTHlfx—fnx—anx—xj
dx™
i=0 2=¢(7)

FrE@) —a(n+ 1)

und somit ]
7= /)
Dann folgt
0 = 4o(F) = f7) = £,(0) — g/ V@) [[E - )

und somit gilt

F@) ~ ful@) = e O E@) [[7 - )

(n+1) pin

fir alle T € [a,b] mit T # x;,7 =0, ..., n. Offensichtlich bleibt dies auch fiir alle Stiitzstellen
T=ux;1=0,...,n, richtig, da dann beide Seiten Null sind. [ ]
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Folgerung 1.1. Aus der punktweisen Fehlerdarstellung (1.14) folgt auch eine Fehlerab-
schétzung in der Maximum—Norm,

- _ (n+1) T
o @) = b = oy g |7 € [ =)
1 . n
< G e [/ @) max Ho(x—wj> o (115)

Beispiel 1.3. Betrachtet wird die Interpolationsaufgabe zur Approzimation der Funktion
f(x) =sinx firz €[0,5]. Firn =1 ist

) fl(llj'):gllf

™

ZL'Q:O, r1 =

| X

und es gilt die Fehlerabschitzung, mit |f"(x)| = | —sinz| <1 fiir x € [0, 5],

2

1 (0 7r
- < = - — = — ~ 0.3084.
5 ) = R < 5 e o5 —2) = 55

™

Dabei wird das Mazimum fiir v = 5 angenommen. Andererseits ist

9
sinz — —a:‘ ~ 0.2105.
T

max [f(z) = fi(z)| = max

z€0,7] z€(0,7]

Der tatsdchliche Interpolationsfehler wird in diesem Beispiel um einen Faktor von ca. 1.5
tiberschdtzt.

Die Abschétzung (1.15) des Interpolationsfehlers f(z) — f,.(z) zeigt, dal neben der Diffe-
renzierbarkeit der zu approximierenden Funktion f(x) auch die Wahl der Stiitzstellen z;
wesentlich fiir die Giite der Approximation f,, ist, siehe hierzu auch die beiden folgenden
Beispiele.

Beispiel 1.4. Fir die lineare Interpolierende fi(x) = x der Funktion f(z) = /x fir
x € [0, 1] mit den Stitzstellen xo =0 und x; = 1 folgt fiir den Fehler die Darstellung

f(@) = filw) = 2 [€(@)] 2 2(1 — x)

1
8
fiir z € (0,1) mit einer geeigneten (unbekannten) Zwischenwertstelle £(x) € (0,1). Offenbar
kann in diesem Beispiel nicht auf die Fehlerabschitzung (1.15) geschlossen werden, da das

Maximum 1
max | f” = — max 2~ %/?
xE[O,}i:] ()] 4 xe[o,}f]x

nicht existiert.
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Beispiel 1.5. Die Interpolation der Funktion

1

flx) = T2 fir x € |5, +5]

in den gleichmdfig verteilten Stiitzstellen
102
@ = —5+— firi=0,...,n
n

ergibt die in Abbildung 1.4 fiirn =5 und n = 10 dargestellten Interpolationspolynome mit
den in der Ndihe der Randpunkte £5 auftretenden Oszillationen.

2,5 5,0

1

Abbildung 1.4: Interpolationspolynome f5(x) und fio(z) der Funktion f(z) = T

Die in Beispiel 1.5 betrachtete Interpolationsaufgabe motiviert die Wahl der Stiitzstellen
x; in einer solchen Weise, so dafl

n

H(«T - ;)

J=0

max
z€[a,b)

minimal wird. Zu l6sen ist also das Minimierungsproblem

n

H(a: — ;)| -

=0

min max
Z0,.-,&n xE€[a,b)

Die Losung dieser Min—-Max—Aufgabe beruht auf den im folgenden Abschnitt behandelten
Tschebyscheff-Polynomen.
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1.3 Tschebyscheff-Polynome

Der Raum II,, der Polynome vom Grad n kann neben der Beschreibung durch die Monome
2¥ bzw. durch die Lagrange-Polynome L?(x) auch durch die Tschebyscheff-Polynome T}, ()
charakterisiert werden. Diese werden rekursiv definiert durch

T(](I‘) = 1,
Tl(x =
Tii(x) = 22Tp(x) = T—y(z) firk=1,2,... . (1.16)

Abbildung 1.5: Tschebyscheff-Polynome T} (z) fir k =0,...,4.

Lemma 1.2. Fir z € [—1,+1] und k = 0,1,2,... gilt fir die in (1.16) definierten
T'schebyscheff-Polynome Ty (x) die alternative Darstellung

Ty (z) = cos(k arccos x) . (1.17)

Beweis: Der Beweis erfolgt durch vollstandige Induktion nach k. Mit Ty(z) = 1 und
Ty (z) = z gilt offenbar die Induktionsverankerung fiir £ = 0 und fiir k£ = 1.
Aus dem Additionstheorem

cosa + cosff = 2(:osohL cosa_ﬁ
2 2
folgt
cosa = 2cosa+ cosa_ﬁ —cos 3
2 2
und mit

a = (k+1)arccosz, p = (k—1)arccosx
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ergibt sich dann die Behauptung
cos[(k + 1) arccosx] = 2 cos[k arccos x] cos arccos x — cos[(k — 1) arccos ]
= 22Ty(x) — Tp—1(x) = Trya(x)
fir alle k =1,2,.... [ ]

Aus der Darstellung (1.17) lassen sich nun einige wichtige Eigenschaften der Tschebyscheff—
Polynome T}, (z) ablesen. Zunéchst ist

max |Tip(z)] = max |cos(karccosz)| = 1. (1.18)
z€[—1,+1] z€[—1,+1]
Fiir .
fEEk) :cos% firi=0,...,k (1.19)
gilt dabei

Tk(f(k)) = cos(k arccos 7"

7 %

) =cos ir = (—1)" fiiri=0,...,k.

Im Intervall [—1, 1] hat das Tschebyscheff-Polynom Ty (x) also k Vorzeichenwechsel, d.h.
T (x) besitzt in [—1, 1] k£ Nullstellen. Diese ergeben sich aus der Forderung

Ti(z) = cos(karccosz) = 0

bzw. -
karccosx = 5 447 furi € N.

Daraus folgt

142
Ek):cos% fiiri =0,...,k— 1. (1.20)
Neben der hier durch die Rekursionsvorschrift (1.16) erfolgten Definition der Tschebyscheff-
Polynome und der dazu dquivalenten Darstellung (1.17) durch trigonometrische Polynome
ermoglichen die Tschebyscheff-Polynome eine dritte Darstellung, die insbesondere fiir die

Funktionsauswertung von Ty (z) fiir x > 1 wesentlich sein wird.

Lemma 1.3. Fir k = 0,1,2,... gelten fir die durch (1.16) definierten Tschebyscheff-
Polynome Ty (z) die Darstellungen

Te(z) = % [(:E + Va2 — D+ (r — Va2 — 1)’f] (1.21)
- % [(m V21 (o4 VR — 1)—’“] (1.22)

Beweis: Der Beweis erfolgt durch vollstéindige Induktion nach k. Fiir £ = 0 und fiir £ = 1
gilt (1.21) offensichtlich. Als Induktionsvoraussetzung gelte also

Tp1(z) = % [(9: + V2 = 1) 4 (2 — m)k—l} ’
1 — |

Ti(z) = 2[(x+m)’“+(x— ” 1)16}

X
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Mit der rekursiven Definition (1.16) der Tschebyscheff-Polynome T}.(x) folgt

Tk—i—l(l’) = 21’Tk(l’)—Tk_1(ZL')
:;4@+¢ﬁ?7f+@—¢ﬁiﬂﬂ

! [(1’ + m)k_l + (z — Va2 — 1)’“_1}

2
= %(x + Va2 — 1)kt [23: (x+ Va2 —1) - 1]
o= V1 o (o - V1) - 1],

Die erste Behauptung (1.21) ergibt sich nun aus
2r(z+ Va2 —1) -1 =2"+22vVa2 —1+2° -1 = (z+ Va2 - 1)~

Die zweite Behauptung (1.22) folgt unmittelbar aus

g VP V] 1

T+ Va2 —1 v+ Va2 -1

|
Fiir ein beliebiges Intervall [a, b] mit 0 < a < b definiert
b+a—2t
= = 1.23
x — (1.23)

eine Transformation von [—1, +1] auf [a, b]. Diese Transformation ermoglicht die Definition
der skalierten Tschebyscheff-Polynome

b+a—2t
G5

b—a

Ti(t) = fiir ¢ € [a, b]. (1.24)

Nach Konstruktion ist 7;(0) = 1, d.h. T}, € IT! mit

Die modizierten Tschebyscheff-Polynome T, € IIL sind die Polynome aus IIX mit dem
kleinsten Maximum im Intervall [a, b]:

Satz 1.3. Fir 0 < a < b sind die modifizierten Tschebyscheff-Polynome fn(t) Lésung der
Minimierungsaufgabe

2¢" . Vb+a
]__I_an

i n (T :max‘fnt’:
min max [p, (1)] = max |7,(0)
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Beweis: Der Beweis erfolgt indirekt durch die Annahme, es existiere ein Polynom g, € IT}
mit
max
te(a,b]

qn(t)) < max Tn(t)).

te(a,b]

Fiir die durch (1.19) gegebenen Argumente

7 = cos — € [—1,1]
n

ist
)

[

(b+a)—(b—a)Z™| €la,b] firi=0,... n

N —

Dann wird durch . '
To(z;") (=1)

T,y = s L = _
L) T

das Maximum bzw. das Minimum des modifizierten Tschebyscheff-Polynoms T,,(¢) in [a, 0]
angenommen. In diesen Punkten gilt

1

Tu(52)

In (tin)) ’ < max

firi=0,...,n.
te[a,b]

qn(t)‘ <

i) > 0 und somit gilt

Insbesondere fiir i = 2j ist 7},( i
~T(i)) < qu(®5)) < T (E5).
Entsprechend ergibt sich fiir i = 25 + 1 T, (%(27;11) < 0 und somit gilt
Tvn(tzzll) < qn(t;;ll) < _fn(t2?l1)-
Fiir das Polynom r,(t) := Tp,(t) — ga(t) € II,, folgt dann
ra(ly) = Tu(Bs})) = 4a(@3;)) > 0

und B
Tn(t2?)+1) = Ta( 27;11) - qn(t2?)+1) < 0.
Zwischen den n + 1 paarweise verschiedenen Stellen %§"> finden also n Vorzeichenwechsel

statt, d.h. das Polynom r,(¢) besitzt im Intervall [a,b] mindestens n Nullstellen. Wegen
T, € IT} und g, € IT} ist weiterhin

ra(0) = T(0) = gu(0) = 1—1 =0

und somit ist Null eine weitere Nullstelle von 7,(¢). Damit besitzt das Polynom 7,(¢) vom
Polynomgrad n auf der reellen Achse mindestens n + 1 Nullstellen. Daraus folgt r,,(¢) = 0
fiir alle t € R und somit ¢, = T}, im Widerspruch zur Annahme.
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Zu bestimmen bleibt der maximale Wert von

max ’T ‘
te(a,b)

Mit der Darstellung (1.22) und

ist schliefllich

a

Fiir das Tschebyscheft-Polynom 7, ; € Il,,;; mit den Nullstellen x("

_an( ") = a4 (a)

n+1

b+a+ b+a 2_1
b—a b—a

1

bf
b_ [b+a+2\/_]

(Vb+va? _ Vb+ya
Vot Va)(WVo—va) Vb a

b+a> _ 1

"+ 1
b—a 5[ ’

o] = s

[(b+a)+\/(b+a)2—(b—a)2

15

gilt die Darstellung

mit einem Polynom p,(z) vom Polynomgrad n. Andererseits ergibt sich aus der rekursiven
Definition (1.16) der Tschebyscheff-Polynome die Darstellung

Ty (z) = 2" 2™ 4 p,(2)

wieder mit einem Polynom p, € II,, vom Polynomgrad n. Durch Vergleich der fiihrenden
Koeffizienten folgt @ = 2" und somit

Fir z € [-1,+1] gilt dann

1=0

ﬁ (z _ xgn+1)>

_ )2_"Tn+1(x)) <2
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Werden also im Intervall [—1, +1] die Nullstellen xEnH) des Tschebyscheff-Polynoms 7,1 (z)
als Interpolationsknoten x; gewahlt, d.h. ist

Ful@™Y = £y fir i=0,...,n,

dann ergibt sich aus (1.15) die Fehlerabschétzung

max |f(z) - ful®)] < —— £ )] (1.25)

ma
z€[—1,41] (n+ 1)! ze[-1,41]

Fiir ein beliebig gegebenes Intervall [a, b] kénnen die Stiitzstellen aus [—1,41] durch eine

geeignete Transformation entsprechend iibertragen werden: Fiir die Nullstellen :52("“)

T,+1(z) ergeben sich die transformierten Stiitzstellen

von

1
gl = 5[(b+a)— (b—a)z")| €[a,b] firi=0,...,n

Beschreibt f,(t) das Interpolationspolynom der im Intervall |a, b gegebenen Funktion f(t)
mit

Loy = f¢™Y) fiiri=0,....n
dann lautet die Darstellung (1.14) des Fehlers fiir ¢ € [a, b] und Rickfithrung auf z € [—1, 1]

F0 = 50) = s £ (ew) [ o)
_ (nil f(n+1 ]1:[0{ ( (n+1) a:)}
— o /) (%)H (2 - a™)
— /) (o (b%) 2T (0).

Dann ergibt sich die Fehlerabschitzung

9-n b—a n+1
(n+1)
mylro-rol < iy (0F0) mmlbeel o
welche fiir [a, b] = [—1, 1] mit (1.25) tibereinstimmt.

Beispiel 1.6. Die Nullstellen :cl(-"ﬂ) des Tschebyscheff-Polynoms T,1(x) im Intervall
[—1,1] sind gegeben durch
$§n+1) (1 + 2i)7T

:COSW fdri:0,1,2,...,n.
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Fiir die Interpolation der Funktion f(t) = im Intervall [—5, 5] ergeben sich dann die

1+t
transformierten Stiitzstellen
n n 1422 .
tg g —5:62( = —5cosﬂ, firi=0,1,2,....n
2(n+1)
und es gilt die Fehlerabschdtzung
max ‘f(t)—f (t)’ <2 5" max ’f(”“)(t)‘.
te[-5,5] " ~ (n+1)! te[—5,5]
2,0t
I|II”I”I_IIII|I T T T ORI T T T TTrT|
—50 ’\/—25 \/ -5,0 -2,5 00 2,5 5,0
X _05— X 05—
. 149
t,~=—5+f—0,z‘=0,...,10 ti:—5cos%,i20,...,10
1

Abbildung 1.6: Interpolationspolynome fio(t) von f(t) =

1.4 Hermite—Interpolation

Setzt man in den n 4+ 1 paarweise verschiedenen Stiitzstellen zq < x; < ...z, neben den
Funktionswerten f(z;) auch die ersten Ableitungen f’(x;) der zu interpolierenden Funktion
f(z) voraus, so kann aus der Kenntnis dieser Daten ein Interpolationspolynom

2n+1

fona(z) = ) apa® (1.27)
k=0
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gewonnen werden. Die Interpolationsgleichungen zur Bestimmung der 2n + 2 unbekannten
Zerlegungskoeffizienten aq, . . ., as,,1 lauten dann

fon1 (i) = f(2:),  foppa(w) = f(w) firi=0,...,n (1.28)

Das resultierende Interpolationspolynom fs,1(x) wird als Hermitesches Interpolationspo-
lynom bezeichnet. Die eindeutige Losbarkeit des linearen Gleichungssystems (1.28) ergibt
sich aus der Eindeutigkeit der Interpolationsaufgabe.

Satz 1.4. Fiir paarweise verschiedene Stiitzstellen vo < x1 < ... < x, besitzt die Hermi-
tesche Interpolationsaufgabe (1.28) eine eindeutig bestimmte Losung foni1(x).

Beweis: Seien fo,.1(x) und go,41(x) zwei Losungen der Hermiteschen Interpolationsauf-
gabe (1.28), d.h. es gelten

foni1(i) = gona (i) = f(2:),  fona(®) = Ghpa(wi) = f(w:) firi=0,...,n

Dann hat das Polynom r9,,1(x) = font1(x) — gans1(x) die n + 1 doppelten Nullstellen
x;, insgesamt also 2n + 2 Nullstellen. Andererseits ist nach Konstruktion der maximale
Polynomgrad von 79,,1(x) 2n + 1. Daraus folgt 7,41(x) = 0 und somit die Gleichheit
font1(x) = gons1(z), d.h. die Losung der Hermiteschen Interpolationsaufgabe (1.28) ist
eindeutig. Da (1.28) einem quadratischen linearen Gleichungssystem der Dimension 2n + 2
entspricht, folgt daraus auch die Losbarkeit von (1.28). [ |

Beispiel 1.7. Fir die Hermite—Interpolation der Funktion f(x) = sinx im Intervall [0, Z]

2
sein = 1. In den Stiitzstellen xo = 0 und x1 = 3 ist dann

T T
Fiir das Interpolationspolynom
fg(l’) =ap+a1xr + a2x2 + a3x3
15t
f4(x) = a1 + 2a97 + 3azz?.
Die Interpolationsgleichungen (1.28) lauten also
2 3 2

ap =0, a =1, a0+a1g+a2%+a3% =1, a1+2a2g+3a3% =0.

Als Losung ergibt sich
4(3 — ) 4(m —4)

ap=0, ar=1, ay= , az =

2 3

und somit



1.4. Hermite-Interpolation 19
Analog zu Satz 1.1 kann eine Fehlerabschitzung fiir den Interpolationsfehler des Hermite—
Interpolationspolynoms (1.27) hergeleitet werden.

Satz 1.5. Sei f(x) im Intervall [a,b] 2n + 2-mal stetig differenzierbar, und sei fo1(x)
das Hermitesche Interpolationspolynom vom Grad 2n + 1 mit

foni1 (i) = f(@:),  fopa(wi) = fl(@) firi=0,...,n

in n+ 1 paarweise verschiedenen Stitzstellen x; € |a,b|. Fir den Interpolationsfehler gilt
dann die Darstellung

1

f(x) = fonga(z) = m

FeE( H x—x;)  firz € a,b) (1.29)

mit einer geeigneten Zwischenwertstelle £(x) € |a, b].

Beweis: Fiir die von einem reellen Parameter a € R abhéngige Funktion
ga(x) = f(2) = fana(x) —a [ J(x — 2;)°
§=0

gilt nach Konstruktion fiir alle « € R
go(z;) = gi(x;) = 0 fiiri=0,...,n
Fiir ein beliebiges Z € [a,b] mit T # z; fiir i = 0,...,n ist
f(@) = fania(Z)
(-,

j=0

a =

wohldefiniert und es folgt
Es ist T € [x;+_1, x4+ fiir genau einen Index 1 < ¢* < n. Somit gilt
9a(Ti—1) = 9a(T) = galws) = 0.
Dann existieren Zwischenwertstellen &+ 1 € (z+-1, ) und & 2 € (T, 24+ ) mit
9a(&r1) = g5(&ir2) =0
Fiir die paarweise verschiedenen Argumente
Tie_1 < Eep < e g < Ty

gilt also
9:1(95:'*—1) = g:i(gz’*,l) = (&* 2) = (ZEZ) =0.
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Damit besitzt g2(z) im Intervall (x;«_;, z;+) drei voneinander verschiedene Nullstellen.
Fiir ¢ = 1,...,n sel nun [z;_1, 2;] ein Intervall mit z & [z;_1, x;]. Aus

9a(Tio1) = ga(w;) = 0
folgt die Existenz einer Zwischenwertstelle &; € (z;_1,x;) mit g4 (&) = 0. Fiir
T <& < Ty

gilt also
9a(ic1) = ga(&) = ga(z:) =0,
woraus die Existenz von zwei paarweise verschiedenen Nullstellen von ¢Z(x) im Intervall
(251, ;) folgt.
Die Funktion gZ(x) hat also im Intervall [a, b] insgesamt

2ln—1)+3 =2n+1

voneinander verschiedene Nullstellen. Die rekursive Anwendung des Satzes von Rolle ergibt

nun die Existenz einer Nullstelle £(z) € (a,b) von g™ (z) mit

0 = g™ (@) = fO(E(R) — a2n+2)!,

woraus ]
N (2n+2) =
= any 2)!f (&(2))

und somit die behauptete Darstellung folgt. [ ]

1.5 Stiickweise polynomiale Interpolation

Die bisher verwendeten Ansatzfunktionen zur Bestimmung des Interpolationspolynoms
fn(z) sind global, d.h. sie sind stets im gesamten Intervall [a, b] auszuwerten. Die Anwen-
dung der Fehlerabschéitzung (1.15) fiir ein Interpolationspolynom n-ten Grades erfordert
dariiberhinaus die Stetigkeit der (n + 1)-ten Ableitung der zu interpolierenden Funktion
f(zx). Fiir viele Anwendungen ist dies aber eine zu starke Restriktion. Deshalb sollen im fol-
genden Approximationsmethoden betrachtet werden, die neben lokalen Ansatzfunktionen
auch Fehlerabschétzungen fiir Funktionen mit geringerer Regularitit ermoglichen.
Gegeben seien im Intervall [a, b] n + 1 voneinander verschiedene Stiitzstellen z; mit

a=2g < T1 < " < Tp1 < Ty = 0.

Zum Beispiel gilt fiir gleichméssig verteilte Stiitzstellen

a:a—i—ih firi=0,...,n

T, =a-+1
n
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mit der Schrittweite
b—a

h = — 0 firn — oco.

In den Intervallen [x;_1,2;], 7 =1,...,n, wird nun die Interpolation einer gegebenen Funk-
tion f(z) durch ein lokales Interpolationspolynom f; ,, () vom Polynomgrad p; betrachtet.
Fiir die Stiitzstellen im Intervall [z;_q, ;] gelte dabei

Ti1 =T < Ti1 < ...<Tjp =2;.
Die lokalen Interpolationsgleichungen lauten also
fi,pi (xz,k) = f(SL’Z’k) fir k = 0, ce ey Py

Wegen

fi—l,Pifl(l’i—l,Pifl) = f(xi_lvpifl) = f(l'i—l) = f(Ii,O) = pri(xi,O)
folgt dann die globale Stetigkeit des lokal definierten Interpolationspolynoms.
Aus der Fehlerabschéitzung (1.15) ergibt sich fiir den lokalen Interpolationsfehler

pi

1
max ) — fip ()] < ———— max @+t ()| max T — Tj; 1.30
w€[Ti_1,75] |f( ) f’pl( )| - (pi + 1)' T€[wi—1,2) ‘f ( )‘ T€[wi—1,24] y];IO( 7 ( )
Insbesondere fiir eine lokal lineare Interpolation mit p;, = 1 fiir alle ¢ = 1,...,n sind
Z;i0 = Ti—1 und z;; = x; und es folgt die Fehlerabschétzung
1
max |f(z) — fii(z)] < - max |f(x)] max |(z —xi1)(z — ;)]
xe[l‘ifl,xi} 2 Z‘E[Ii,hxi] Z‘E[xifl,xi}
1
= —(r; —xi—1)? max |f"(2)]. (1.31)
8 J:E[xi,l,xi]

Sind in den Stiitzstellen z; die Funktionswerte der zu interpolierenden Funktion f(z) durch
fi = f(z;) gegeben, so folgt fiir die lokal lineare Interpolierende f,(x) := f;1(x) die Dar-
stellung

— Li—1

Falz) = fiy + —

i — Li-1

[fi — fica] firzx € xiq,z), i=1,...,n. (1.32)

a = g Tio1 T Tigl T, =b

Abbildung 1.7: Stiickweise lineare Interpolation.
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Die punktweise Fehlerabschétzung (1.31) setzt die Beschréanktheit der zweiten Ableitung
f"(x) der zu interpolierenden Funktion f(z) voraus. Im folgenden soll deshalb eine Ab-
schitzung des Interpolationsfehlers in der L?>Norm

[ @ - 5] o

gewonnen werden. Dabei werden wir immer wieder auf die Cauchy—Schwarz Ungleichung
1/2

[ | < ([ 1rwra) N ([t ar) (133

fiir quadrat—integrierbare Funktionen f(z) und g(z) zuriickgreifen.

Lemma 1.4. Sei f,,(x) das durch (1.32) definierte stickweise lineare Interpolationspolynom
einer lokal stetig differenzierbaren Funktion f(x). Dann gilt

[ 1) - fopar < glo—oo? [ @ - f@Pan. s

Beweis: Sei 7; = %(Ii_l + ;) der Mittelpunkt des Intervalls [z;_1, x;]. Fir x € (z;-1,%;)
folgt aus den Interpolationsgleichungen f(x;_1) = fn(z;_1) zunéchst

F@) = ) = 1) = i) + foloid) = folo) = [ 110 - fu(@as

Dann gilt, unter Verwendung der Cauchy—Schwarz Ungleichung (1.33),

(@)~ fu@) = ' [ ire- e

[/ 17 - <>\d5]

< [ vaf [re-ne] e

i—1 Ti—1

< w-o) [ [P©-n0)] de firae @),

i—1

IA

Integration nach x € (z;_1, ;) liefert dann

/: [f(x) - fn(x)]Qd:c < /: (x —2;1) dx ; [f’(g) — f;(g)rdg

- S an) r© - s e
= a0 - 0] ae
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Entsprechend gilt
| 0 o) e < Jai—aip [ 110 - 0] a

und durch Addition beider Anteile folgt die Behauptung. |

Die Abschitzung (1.48) beschreibt eine Abschétzung des Interpolationsfehlers durch den
Fehler in den Ableitungen. Dieser kann im folgenden weiter abgeschétzt werden.

Lemma 1.5. Sei f,,(x) das durch (1.32) definierte stickweise lineare Interpolationspolynom
einer lokal zweimal stetig differenzierbaren Funktion f(x). Dann gilt

[ @ - @k < g [ e (L.35)

Beweis: Wegen
/: [f/(s) - f,ll(s)} ds = f(zi) — f(ic1) — fol@i) + falziig) = 0

ergibt sich

[ lro-nele = [ [ro- - = [ [re- o]
o [ [ - ser- e - o]
SN /{// ) - m} .

Fiir die lokal linear Interpolierende f,(¢) ist f(t) = 0 und daher ist

[ re-nelue- ot [ [0 [ roas) e

Durch wiederholte Anwendung der Cauchy—Schwarz Ungleichung (1.33) folgt weiterhin

/ HEEAGIE T / [ / / 1(t) dtds} ¢

= T >/ [ v U o] v
=/ / {/1 ( )dt] ds d¢

< = | [ el f[f”( 0P| ds g
<

//|£—s\dsd£/ I
i — Ti—1 Ti1 Jxiq
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Mit

[ teslasie = 2 [0 fl<£—s>dsd£= [ e
" 3

= [ (€-aapds = G- a)

folgt schlieflich die Behautpung,

|- e < S - [ o

i— i—1

Durch Verkniipfung der Fehlerabschitzungen (1.48) und (1.35) ergibt sich:

Folgerung 1.2. Sei f,(x) das durch (1.32) definierte stickweise lineare Interpolationspo-
lynom einer lokal zweimal stetig differenzierbaren Funktion f(x). Dann gilt

| 1w - s < pe- et [ r@pa (1.36)

Durch Summation der lokalen Fehlerabschéitzungen ergibt sich nun:

Folgerung 1.3. Sei f,(x) das durch (1.32) definierte stickweise lineare Interpolationspo-
lynom einer lokal zweimal stetig differenzierbaren Funktion f(x). Dann gelten die Fehler-
abschdtzungen

b T; b
/a () — fula)]2de < i S (s - a:i_l)ﬁ‘/w“[f”(a:)ﬁdx < i nt / (@) de (1.37)

i=1
und
b 1 n T; 1 b
[ 1@ - f@Pdr < 33w n? [ P@Pde < g8 [ Pde (19
a i=1 Ti—1 a
mit der globalen Maschenweite
h:= 'll’llaX hi, hl =T —Tj-1 -

Die Fehlerabschétzungen (1.35) und (1.36) setzen voraus, dass die zu interpolierende Funk-
tion f(z) wenigstens zweimal stetig differenzierbar ist. Ist diese Voraussetzung nicht erfiillt,
konnen die Fehlerabschétzungen (1.35) und (1.36) nicht angewendet werden. Fiir eine nur
einmal stetig differenzierbare Funktion gilt die folgende Abschétzung:
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Lemma 1.6. Sei f,,(z) das durch (1.32) definierte stiickweise lineare Interpolationspolynom
einer stetig differenzierbaren Funktion f(x). Dann gilt

| e - fapar <4 [ (@, (1.39)

Beweis: Mit der Dreiecksungleichung gilt zunéchst

T

/ wil[f’(x) ~ppe <2 [0 [f1(2) 2.

i—1

[f(2))2dx + 2 /

i— Ti—1

Fiir die linear Interpolierende f, () folgt, wieder unter Verwendung der Cauchy—Schwarz
Ungleichung (1.33),

[ e = [7 M)y,

Ti—1 Li

; — Li—1
x; 2 T4
- —— _1%_1 [ / f/(s)ds] < /x“[f’(s)]zds.

Daraus folgt unmittelbar die Behauptung. [ ]

Fiir die Abschiitzung des Interpolationsfehlers in L? ergibt sich dann:

Folgerung 1.4. Sei f,,(z) das durch (1.32) definierte stiickweise lineare Interpolationspo-
lynom einer lokal stetig differenzierbaren Funktion f(x). Dann gilt

| U@ s < S [ r@pa (1.40)

und

b b
[ 1@ = @ ds < 5 [ @, (141)

Folgerung 1.5. Sei f,(x) das durch (1.32) definierte stickweise lineare Interpolationspo-
lynom einer lokal zweimal stetig differenzierbaren Funktion f(x). Dann gelten die Fehler-
abschdtzungen

n

[ @ - pwpar <3y w - [ r@pa g [repe o)

i=1
und

b n T; b
[r@-fpa<ay [ rarda =1 [ rerda. o)
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Die Fehlerabschétzungen (1.37), (1.38), (1.42) und (1.43) konnen fiir s = 1,2 und 0 =0, 1
kompakt in der folgenden Form geschrieben werden,

[ 1@ — 02 s < el 102, (1.44)

mit ) ) )
2.0)=— 2.1) == 1 = — 1,1)=1.
€(2,0)= 55, e =5 l0)=3F L)

1710 := f JPda, [ fll = f’ JPda, | fll2: —-\/ f” )JPd

konnen wir die Fehlerabschitzung (1.44) auch in der Form

1f = Fulle < ch*=7 | £]]s- (1.45)

Mit

schreiben. Im folgenden zeigen wir, dass diese fiir die Félle 0 € (0,1) und s € (1,2)
verallgemeinert werden kann.
Fiir eine gegebene Funktion u(x), « € (a,b), betrachten wir die Kosinus-Reihe

= r—a
x) = g uy cos km

b—a
k=0

mit den Koeffizienten

1 ' 2 ’ rT—a
uo—b_a/GU(:):)da:, u;g—b_a/Gu(:)s)cosk:wb_adx, k e N.

Dabei haben wir die Orthogonalitét

0 fir k # ¢,
b - i .o
/COSk‘ﬂ'x @ oostn L =) b—a  fuirk=0=0,
a b—a b—a b
2& firk=1/0+#0,

ausgenutzt. Dann ergibt sich

@ = 3OS coskr L costn L0 g
a[u(z)] r = ZZU’“W acos My — coslmo—dy
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und fir

1 —
u'(z) = R Zuk km sin km Z_Z
k=1

folgt analog

b 1 - - —a —
/a[u’(x)]zdx = (b_a)ZZZukwlmﬁﬂ/a smlmi_Zsm&ri_Z

Ausgehend von

und

definieren wir fiir o € (0,1)

1 > kr \ %
2 . 2
ol = 30— >0k ()

Unter Verwendung der Holder—Ungleichung

oo oo 1/p o0 1/q 1 1
o< (Y] (M) . felien
k=0 k=1 k=1 p

erhalten wir

1 > Er \ %
2 L. 2
W = 503 ()

— l(b—a)iqf—?o u k¥
2 —~ b "b—a

IN
|

Insbesondere fiir

1—0 o p q

0 1/p 00
1 2—20 km
2(b—oz)( u,g )p> ( (ukb—a
k=1 k=1

1 1
) qg=—, - 4+-=1—-0c+4+0=1

0 S ag, bkv

dx

27

(1.46)
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ul2 < 1o (Zu> (Zuk (b_))

2(1—
a2 < Jluflg = a2

folgt

d.h.

Aus den Fehlerabschitzungen (1.37) und (1.38) folgt somit
b b o
=52 < ([ro-nere)  ([1re-fwpe)

< (g [rere) (e [rere)

= e [k,

l—0

d.h. (1.45) fiir s =2 und o € (0,1). Analog folgt aus (1.42) und (1.43)

-l < (| @)~ )P i) (/ @) - R dx)a
(3¢ [wera) (1 [rera)

= e [era,

-0

d.h. (1.45) fiir s =1 und o € (0,1).

Die Fehlerabschétzungen (1.35), (1.36), (1.39) und (1.48) setzen die zwei- bzw. einmalige
Differenzierbarkeit der zu interpolierenden Funktion f(z) voraus. Im folgenden betrachten
wir eine Fehlerabschétzung fiir eine Funktion f(x) mit dazwischenliegender Regularitét.

Lemma 1.7. Sei f,,(x) das durch (1.32) definierte stickweise lineare Interpolationspolynom
einer stetig differenzierbaren Funktion f(x) mit

/xi x; [f/(.]Z) - f,(y>]2 dydl» < 00, S € (0, ].)

|z_y|1+2s

Dann gilt

[ - i < @-ang [0 EO SO g g
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Beweis: Es ist

/:il[f’(x)—fé(x)]de - / [f' f@*)rdas

— Ti-1

= [ Jro- m/ ] a
_ m/ Mﬂ”x) 7'y >]dy]2dx.

Fiir s € (0,1) folgt mit der Cauchy—Schwarz Ungleichung (1.33)

L ) - W) T
[ - ppa - ——— [ [ / PO Lo yprvay]
Ti—1 1= Ti—1 Ti—1

y)]2 /xz 1+2
< d — Sdyd
- '_zz l /:El 1/.’2; 1 y|1+28 y Ti—1 |x y| y v
o f'(y)? /xz 1425
< d T; — Ti_ dyd
S P—— / /le y|1+23 Y (zi — 2i-1) y da

/
_ 2 f )P
- xz_xz 1 / / |LU— ‘1+25 dydl‘
Ti—1 Ti—1

die Behauptung. [ ]

Fiir die Abschéitzung des Interpolationsfehlers ergibt sich:

Folgerung 1.6. Sei f,,(x) das durch (1.32) definierte stickweise lineare Interpolationspo-
lynom einer stetig differenzierbaren Funktion f(x) mit

Tq T ! ol 2
/9;1' 1 /xi1 [f |(§)— yﬁ_fi” dyd:l? <00, S€ (Oa 1)-

Dann gilt

T 2
|t = Pt < a—aegr [C [ O g )

und durch Summation folgt

/[f( ) = ful@)Pdz < h2+25/ / ‘1+2S]2dyd:r, (1.49)

d.h. (1.45) firs:=1+s € (1,2) und o = 0. Insbesondere ist

b rb ") = 2
||f||§::// [féC)_y‘{fi)] dy da (1.50)




30 1. Approximation von Funktionen

Bemerkung 1.1. Die Beschrinkung von s € [1,2] in der Fehlerabschdtzung (1.45) wird ei-
nerseits durch die Differenzierbarbeit von f bestimmt, andererseits durch den Polynomgrad
p = 1 der stiickweise linearen Interpolation, d.h. es gilt s < p + 1. Entsprechend kon-
nen diese Fehlerabschitzungen auf lokale Interpolationspolynome héheren Polynomgrades
p tbertragen werden.

Die Fehlerabschitzung (1.45) bleibt richtig fir o € (3,1), wobei fir die zu interpolieren-
de Funktion die Stetigkeit vorauszusetzen ist. Dies soll hier jedoch nicht weiter betrach-
tet werden. Spdter werden vergleichbare Fehlerabschdtzungen fiir Projektionsverfahren mit
stiickweise konstanten Basisfunktionen hergeleitet.

Beispiel 1.8. Sei f(x) =sinz fir x € [a,b] = [0, F]. Dann ist

x 1/2
T [ / 2<_sm>2dx] S

DO |

Fiir eine stickweise lineare Interpolation beziiglich der gleichmdssig verteilten Stitzstellen

x; =th firi=0,...,n, h="1
2n

folgt die Fehlerabschdtzung

V6 s mN2 1 V6 o 1
_ < X2 (L) Z — Y g8
I =fllo = 33 <2n> AT
In Tabelle 1.1 werden zusdtzlich zur Fehlerabschdtzung auch die tatsdchlichen Fehler an-
gegeben. Diese bestitigen insbesondere die quadratische Konvergenzordnung der stiickweise
linearen Interpolation.

Fehlerabschétzung | Fehler ||f — fallo
2 0.111588 0.049236
4 0.027897 0.012434
8 0.006974 0.003116
16 0.001744 0.000787

Tabelle 1.1: Vergleich Interpolationsfehler mit Fehlerabschiatzung.

Fiir eine globale Darstellung des durch (1.32) definierten stiickweise linearen Interpolati-
onspolynoms

Lf(x) =Y fze)pe() (1.51)
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kénnen Basisfunktionen
1 fiir x = xy,
() = 0 fiir v = xp # xy,
stiickweise linear  sonst
definiert werden, siehe hierzu auch Abbildung 1.8.
Jr
k41
fr—
Pr-1(2) or(r) = Prr1(x)
ZII?k_1 lll'k 51'7k+1
Abbildung 1.8: Ansatzfunktionen ¢ (z) sowie @giq(z).
Fiir die Basisfunktionen ¢y () ergibt sich daraus die funktionale Darstellung
(LT fir z € [zg_1, zx),
T — Tk—1
o () B 25, Trsn], (1.52)
L4l — Tk
0 sonst.

\

Die Verwendung lokaler Basisfunktionen, z.B. stiickweise linearer Ansatzfunktionen, er-
moglicht eine einfache Auswertung des Interpolationspolynoms. Jedoch verlangt die Inter-
polationsaufgabe die Stetigkeit der zu approximierenden Funktion. Diese Voraussetzung
kann durch die Verwendung von Projektionsmethoden vermieden werden.

1.6 Projektionsmethoden

Die Approximation einer gegebenen Funktion f(z) durch ein Interpolationspolynom f, ()
erfordert zumindest die Stetigkeit der zu approximierenden Funktion f(z). Diese Voraus-
setzung kann durch geeignete Projektionsmethoden abgeschwécht werden. Gesucht ist eine

Approximation

fa(@) = api(x)
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mit zundchst beliebigen Ansatzfunktionen ¢y (), die den zugehorigen Fehler

/ab[f(z) — ful@)] dz = /b [f(a:) - iak%(x)r dzx
:/ab x—QZak/ f(z)pr(z d:)ﬁ—l—ZZakag/ oi(@) () dz

k=0 ¢=0

/ dZL' -2 Z bkfk + Z Z bkbgmkg

k=0 ¢=0

minimiert. Dabel sind

b b
fk:/ f(z)pr(x) dz, mkg:/ or(x)pe(x)de  firk,=0,...,n

Aus der notwendigen Minimierungsbedingung

b n )
ai/ [f(x) - Zakapk(:c)} dr =0 firallej=0,...,n
% Ja k=0

folgt, unter Ausnutzung der Symmetrie my, = myy,

/ 2de —2 Z apfr + Z Z akaZmM]

k=0 ¢=0

+8— a?mjj—i— Z CLjCLgmjg—i— Z Zakagmkg]

0=0,0+j k=0,k=j £=0

0
da;

= —2f

n
= —ij + QCijjj + Z agmjg —+ Z akmkj
(=0, k=0,k#j

= —ij + 2 Z AEpMij .

k=0

Dies ist gleichbedeutend mit

Zak/ or(x)p;(x) de = / flx)p;(x)de firj=0,...,n, (1.53)

bzw. mit dem linearen Gleichungssystem

Mpa = | (1.54)

mit der Massematrix

M.k = / ox(2)05(x) da (1.55)
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und dem Vektor der rechten Seite,

b
ﬁz/wamm,

fir j,k=0,...,n. Wegen

Wik = [ o@eads = [ o) d = Mk

fiir alle k,j = 0,...,n ist die Massematrix M, = M, symmetrisch, und wegen
n n n o n b
(Mra.0) = 33 Milikaa, = 33w [ alae ) ds
j=0 k=0 j=0 k=0 a
b n n b n 2
= / Zakwk(aj)z%%(x) dr = / Zampk(x) dx > 0
@ k=0 j=0 @ k=0

fir alle ¢ € R™! mit [|alls > 0 positiv definit, wenn die Basisfunktionen () linear
unabhéngig sind. Insbesondere folgt daraus die Invertierbarkeit der Massematrix M), und
somit die eindeutige Losbarkeit des linearen Gleichungssystems (1.54).

Bei Verwendung der stiickweise linearen Basisfunktionen (1.52) ergibt sich fiir die Eintrige
(1.55) der Massematrix

b
Wik = [ e s =0 finj # kb L

Fiir die Nebendiagonaleintrdge und j = k 41 ist

Mk +1,k] = /

A T

dx
po Tkl — Tk Tpp1 — Tk
1 Thy1—Th .
B m/o (@1 — 2 — ) tdt = g(xk—l—l_xk).

Fiir die Hauptdiagonaleintrage und j = k ist schliellich

Tk T — Tp—q 2 Tkl LTyl — X 2
Mylk, k] = / {_7} d:c+/ {7_} dx
zh_q1 LTk — Tk—1 z Tp41 — Tk

1
= g(ffk — Tp-1) + §($k+1 — Tg) -
Fiir eine gleichméfige Unterteilung mit h = x5 — xy fiir alle k = 1,...,n folgt somit
21
14 1
M, = " 1 € RIvFDX(t1)
6 o1
1 41
1 2
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Die Massematrix M), ist symmetrisch und positiv definit sowie schwach besetzt, d.h. M,
besitzt 2 + 3(n — 1) + 2 Nichtnulleintrige. Damit konnen fiir die Losung des linearen
Gleichungssystems Mpa = f effiziente Losungsverfahren verwendet werden. Darauf soll an
dieser Stelle jedoch nicht weiter eingegangen werden.

Die voneinander linear unabhéngigen Basisfunktionen ¢y (z) bilden einen linearen Raum

Sp = span{ gy }i_o.

Die durch die Losung des linearen Gleichungssystems (1.54) eindeutig bestimmte Appro-
ximation f,, € S, ist also Losung des Variationsproblems

b b
/fn(:z)apj(at)dx:/f(:z)apj(:z)dx fir j=0,...,n,

bzw. von , ,
/ Fo(2)gn(x) dz = / F(@)ga(x)dz  fiir alle g, € S, (1.56)
Offenbar gilt dann die Galerkin—Orthogonalitéit

b
/ [f(x) = fu(2)]gn(x)de = 0 fur alle g, € S,,. (1.57)

Die Approximation f, = Q,f € S, wird als L>-Projektion von f bezeichnet.

Lemma 1.8. Sei Q,f € S, die durch die Lisung des Variationsproblems (1.56) eindeutig
bestimmte L?—Projektion einer gegebenen Funktion f. Dann gilt die Fehlerabschdtzung

If = Qufllo < IIf = gullo fiir alle g, € Sy, (1.58)
d.h. es gilt
If = fallo = min [[f = gnllo- (1.59)
gn€Sn

Beweis: Fiir den Fehler f — @, f folgt mit der Galerkin—Orthogonalitét (1.57) und der
Cauchy—Schwarz Ungleichung (1.33)

I1£=Qufl} = [ 17() - Qui@IIF(e) - Quf(e)] da
= [1@) - Quf@)if (@) - gu@da + [ (@) = Quf@Nga(o) ~ fole)] da

~ [ 1) - Qi@ @) - gu(w)) o

< ||.f _Qn.fHOH.f _gnHO
fiir alle g, € S,,. Daraus folgt unmittelbar die Fehlerabschidtzung (1.58). [ |

Fiir das Beispiel der L?-Projektion in den Raum der stiickweise linearen Funktionen kann
die Fehlerabschétzung (1.58) mit der Fehlerabschitzung (1.45) kombiniert werden.
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Folgerung 1.7. Sei Q,f € S, die durch die Lisung des Variationsproblems (1.56) eindeu-
tig bestimmte stiickweise lineare L*—Projektion einer gegebenen Funktion f mit || f||s < oo
fir s € [1,2]. Sei weiterhin I, f das stiickweise lineare Interpolationspolynom von f. Dann
qilt die Fehlerabschdtzung

Beispiel 1.9. Wie in Beispiel 1.8 betrachten wir die stiickweise lineare Approximation
der Funktion f(x) = sinz fir v € [0, 5] beziglich gleichmdssig verteilten Stiitzstellen. Die
Fehler der Interpolation I, f sowie der L*>~Projektion Q, f sind in Tabelle 1.2 angegeben. In
beiden Fllen beobachtet man eine quadratische Konvergenz, wobei im Fall der Projektion
ein um den Faktor 2 reduzierter Fehler auftritt.

2 4.92 -2 2.14 -2
4 1.24 2 5.17 -3
8 3.12 -3 1.28 -3
16 7.87 4 3.19 4
32 1.95 4 7.96 -5
64 4.87 -5 1.99 -5

Tabelle 1.2: Vergleich der L?>-Fehler von Interpolation und L?>-Projektion.

Fiir die Abschitzung der Ableitung des Fehlers der L?>-Projektion muss anders wie bei der
Interpolation vorgegangen werden. Fiir eine stiickweise lineare Funktion g,, € S,, zeigen wir
zunéchst eine lokale inverse Ungleichung.

Lemma 1.9. Fir eine stiickweise lineare Funktion g, € S, mit

T — Tg—1

gn(x) :gk—l_l_ [gk_gk—l] f’LL’f’Zlf € (xk—laxk)ak: 1)"')”

T — Tk—1

qilt die inverse Ungleichung

Tk

/mk o ()2 dz < 12 (xk—xk_l)_zf (gn(@)]2 dz (1.61)

Tk—1 T—1
Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus

/wk g, (x)]* dx = ¥(9k —gr-1)’ <

Tp_1 T — Th—1 Tp — Th_1
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und
o 1 2 1
nzd:___ gk>’<gk))
[ e = geena((75) (),
1
= (T — Tp-1) [91% + 91%—1}
|
Fiir eine global gleichméssige Unterteilung mit h = z;, — xp_; fiir alle k = 1,...,n folgt
aus der lokalen inversen Ungleichung unmittelbar die globale inverse Ungleichung
b b
/ (¢! (x)]2dx < 12h72 / [gn(z)]?dx  fiir alle g, € S,,. (1.62)

Lemma 1.10. Sei Q. f € S, die durch die Losung des Variationsproblems (1.56) eindeutig
bestimmite lineare L?~Projektion einer gegebenen Funktion f mit || f]|s < oo fiir s € [1,2].
Fiir eine global gleichmdssige Unterteilung folgt dann die Fehlerabschdtzung

If = Quflly < ch* [ fIls - (1.63)

Beweis: Mit der Dreiecksungleichung ist zunéchst

wobei [, f die stiickweise linear Interpolierende von f bezeichnet. Mit der globalen inversen
Ungleichung (1.62) fir I,,f — Q. f € S, folgt dann

Nochmalige Verwendung der Dreiecksungleichung ergibt
If = Quflly S IIf = Lfll + V2R f = Lufllo + VI2h7Y f = Qufllo,

und die Behauptung folgt aus der Fehlerabschitzung (1.45) fiir 0 = 0 und o = 1, bzw. aus
der Fehlerabschétzung (1.60). n

Die Anwendung der Fehlerabschitzung (1.60) setzt die Beschranktheit von || f|, < oo fiir
o € [1,2] voraus. Am Beispiel der L?-Projektion mit stiickweise konstanten Ansatzfunk-

tionen

1 firz € (xp—1, 7)), (1.64)
0 sonst |

Ur(z) = {

fiir Kk =1,...,n sollen nun Approximationen

Quf(r) = anhi()
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untersucht werden, wenn die zu approximierende Funktion f eine geringere Differenzierbar-
keit aufweist. Die L?*-Projektion @, f ergibt sich, vergleiche (1.53), als eindeutige Losung
des Variationsproblems

Zak/ ()0, () de = / fla);(x)de firj=1,...,n. (1.65)

Wegen

0 sonst

b R . .
/ Yp(x)Yi(x) de = { Lk — Tk—1 fir j = k,

folgt

1 b 1 T
o= —— / f@)n(e) do = ———— / " fyds

Lemma 1.11. Sei Q,,.f die durch die Lisung des Variationsproblems (1.65) eindeutig be-
stimmte stiickweise konstante L*>-Projektion einer gegebenen, lokal stetig differenzierbaren
Funktion f(x). Dann gilt die Fehlerabschditzung

1

S = [ @R s (1.66)

[ @) - Qureas <

Beweis: Fiir z € (z)_ l,xk) ist Qnf(z) = aghp(z) = ax und somit ist

1) = Qui@) = o= [ @ = sy = o [ [y asay

Dann gilt, unter Verwendung der Cauchy—Schwarz Ungleichung (1.33),

(@) - Qui@)] = ﬁ[ / I /xff<s>dsdyr
< ﬁ/ cas [ [[ s
- Ty — Tk— 1/ {/f ds] .

Durch erneute Anwendung der Cauchy—Schwarz Ungleichung (1.33) folgt

P - Qut@l = —— [" [ 1 p(s)as] ay
i L[ e
— / / “12as|. / ()P ds

1 o 2
— |z —y|dy [f'(s)]" ds .
Tk = Th=1 Jay_4 Tp—1

IA

dy

IA
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Integration beziiglich = € (zy_1, x)) ergibt

[ vw-aura s —— " [" g [ oz

T T 1 5
/ / v —y|dydr = =(z — x_1)
Tp—1 Y Tr—1 3

folgt schliefllich die Behauptung. [ |
Summation der lokalen Fehlerabschitzungen (1.66) ergibt die globale Fehlerabschéitzung

b n T
/[f( )= Quf@de < (Ik—fk—l)Q/ [f' ()] dz. (1.67)

k=1 -

w

Die Voraussetzung der Quadratintegrierbarkeit der ersten Ableitung f’(x) der zu approxi-
mierenden Funktion f(z) gewéhrleistet also ein lineares Konvergenzverhalten der stiickwei-
se konstanten L?-Projektion @, f fiir den Fehler f —Q,, f in der L?>-Norm. Ausgangspunkt
fiir eine noch schwéchere Fehlerabschétzung ist fiir s € (0,1)

(o)~ Quf(e) = — 1 / () — f()] dy

Ty — Tg—1 _
= 1y |$—y‘2+ dy.
T = The1 Jup_, |z —y|2™*

Mit der Cauchy—Schwarz Ungleichung (1.33) folgt daraus

(@)~ Quf) = _;[ L@\x—m%“@]
(Ik xk—l) Th_1 |ZL'—'3/|2

T _ 2 T
S /x“mx) ANy

(Tr — K1) |z —y ko1

< (l’k—xk_l)%/xk Mdy

- |x_y‘1+2s

Integration beziiglich = € (zy_1, x)) liefert jetzt die lokale Fehlerabschétzung

[ 150 @urtarie < a1 [ IO g0

Tk—1

und durch Summation folgt die globale Fehlerabschétzung

b n
/[f(f)—an(x)]Qd:f <D (@ —a) / / |1+22] dydr.  (1.69)
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Aus der Galerkin—Orthogonalitéit (1.57) folgt fir g, = f, = @, f unter Verwendung der
Cauchy—Schwarz Ungleichung (1.33)

b
If = Qufl2 = / (@) = Qui (@) (@) — Quf()] da

_ / [f () = Quf ()] f(z) da

< ([ - aurar) " ([ w)

die triviale Fehlerabschitzung

1/2

1f = Qnfllo < [Ifllo- (1.70)

1/2
T (// |1+28 dyd:c) fiir s € (0, 1), (1.71)

so konnen die obigen Fehlerabschétzungen wie folgt zusammengefafit werden. Man beachte,
dafl durch (1.46) und (1.71) zueinander dquivalente Normen definiert werden.

Definieren wir

Satz 1.6. Sei Q,, f die stiickweise konstante L?—Projektion einer gegebenen Funktion f mit
| flls < oo fiir s € [0,1]. Dann gilt die Fehlerabschditzung

1f = Qufllo < ch || f]s- (1.72)

Bemerkung 1.2. Die Fehlerabschdtzung (1.72) fiir stiickweise konstante Ansatzfunktionen
(p = 0) entspricht formal der Fehlerabschdtzung (1.60) fir stickweise lineare Ansatzfunk-
tionen (p = 1) und fir s € [1,2]. Tatsichlich bleibt (1.60) richtig fir s € [0,2], wobei der
Fall s = 0 wie in (1.70) folgt. Die Fehlerabschatzungen fir s € (0,1) folgen dann durch
Anwendung des sogenannten Interpolationssatzes aus den Fehlerabschdtzungen fiir s = 0
und s = 1. Fiir L?>-Projektionen Q, f mit Basisfunktionen mit lokalem Polynomgrad p gilt
die Fehlerabschdtzung (1.72) fir alle s € [0,p + 1] unter der Voraussetzung ||f|s < oo,
wobei || fl|s in Erweiterung zu (1.50) und (1.71) entsprechend definiert ist.

Am Beispiel der stiickweise konstanten Basisfunktionen 1 (z) soll abschliessend auf einen
Vergleich von Interpolation I, f und L?>-Projektion @, f eingegangen werden. Bezeichnet
= %(xk_l + 1) den Mittelpunkt von (zj_1,xy), ist ist die stiickweise konstante Inter-
polation einer gegebenen Funktion f(z) gegeben durch

=Y f@) (). (1.73)
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Lemma 1.12. Sei I,,f die durch (1.73) erklirte stickweise konstante Interpolierende einer
gegebenen, lokal stetig differenzierbaren Funktion f(x). Dann gilt die Fehlerabschitzung

/;kl[f(:z) — L f(2)]*dx < %(l’k —2p1)? /xjkl[f'(z)]Q dz . (1.74)

Beweis: Fiir z € (xp_1,zx) ist I, f(x) = f(Zk) und somit
0) = 1uf@) = fa) = f@0) = [ F(s)ds.

Mit der Cauchy—Schwarz Ungleichung (1.33) folgt dann

) - tsp = | L f(s) dsr
JNEIRE

Ty,

o=@l [ rePds.

IA

|LL’—/SL’\]€‘

IN

Integration nach z liefert dann

L:kl[f(x)—lnf(x)]zdx < / & — T | do L:kl[f'(s)]2ds
~ Jmna)? [ ek

Tp—1

Summation der lokalen Fehlerabschéatzungen (1.74) liefert die globale Abschétzung

n

[V - ni@Par < > m-n? [ ek 0w

k=1 -

Fiir einen Vergleich von Interpolation und L?-Projektion beschrinken wir uns auf das
Intervall [a,b] = [0,1] mit einer gleichméssigen Unterteilung in Stiitzstellen =, = kh,
k=0,...,n, mit einer Schrittweite h = 1/n.

Satz 1.7. Sei f(z) eine lokal zweimal stetig differenzierbare Funktion. Dann stimmen die
Lo—Fehler der stiickweise konstanten Interpolation I, f und der stickweise konstanten Lo—
Projektion Q,f bis auf Terme hoherer Ordnung tberein, d.h. es gilt

1

If = Lufllo — 756

R\ fllz < 11f = @afllo < If = Lufllo- (1.76)
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Der Beweis von Satz 1.7 beruht auf einer Anwendung der Taylorschen Formel in der fol-
genden Form.

Satz 1.8 (Taylorsche Formel). Sei f(x) in einer Umgebung von xo (n + 1)-mal stetig
differenzierbar. Dann gilt

) = 32 D )+ [ =) s, (177)

k=0 o

Beweis: Fiir eine stetig differenzierbare Funktion ist zunéchst

f(z) = f(zo) = / " Ps)ds.

Wird hinreichende Differenzierbarkeit vorausgesetzt, so folgt mit partieller Integration

T

f(2) — flao) = /xf’(S)ds
— (s—2)f(s)

[ e-ards

T 0

= (2 — z0)f'(z0) + / (2 — 5)f"(s) ds,

d.h.

T

f(@) = f(xo) + (= — 20) f'(20) + / (. —s)f"(s) ds.

o

Fiir n = 1 gilt also die Induktionsvoraussetzung

. (x_x(])k (k) 1 ’ n g(n+1)
Flo) = ST 1) [ s O (s) s
prd ! ' Jao
Nochmalige partielle Integration ergibt
f) = S I gy - L)
L O (4 1) o0
1 * n n
"—m /xo (SL’ — S) +1f( +2)(S) ds
n+1
_ (x — @0)" (k) 1 ’ n+1 p(n+2)
= 3 e+ gy [ a9 ) s

d.h. die Induktionsbehauptung fiir n + 1. |
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Beweis von Satz 1.7: Mit den Stiitzstellen x, = kh fiir £ = 0, ..., n sind die stiickweise
konstante L?-Projektion @, f und die stiickweise konstante Interpolierende I,,f gegeben
dIll"Ch, fir ZL’\k = %(S(Zk_l —+ S(Zk),

n

Quf(x) =) art(x) / flz Lf() =) betoe(z), b = (&%)

k=1

Die L?>-Projektion Qy, f ist definiert als Losung eines Minimierungsproblems, mit (1.58) fiir
gn = I, f gilt daher

und somit die obere Abschitzung. Andererseits gilt mit der Dreiecksungleichung

und fiir den zweiten Summanden gilt

n

1Quf — ffuo—z / (Quf(2) = Lf @) do = h S (ax — bi)?.

k=1

Durch Anwendung der Taylorschen Formel fiir eine lokal zweimal stetig differenzierbare
Funktion folgt fiir die Differenz der Zerlegungskoeffizienten

1 [*x 1

w-be = 3 [ f@d-s@) = [ (@)~ 1@

-0 (o= B)f @) + [ = ] do

Tk
= / /x—s f"(s)dsdx .
Tp—1 T

Somit ergibt sich, unter Verwendung der Cauchy—Schwarz Ungleichung (1.33),

(ap —bp)* = e (/xk 1/:% dsd:c>2

e (o
L (e aron)

< o[ |[ e | [irepsa
< | e [ pepas
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Durch Berechnung des verbleibenden Integrals folgt

(ar, —bp)® < %/;:kl /:(93 —s)%ds
o [ as

Y AL 3

B h/xk1 3<x 8) Tr—1
11 o =~ |3 o " 2

= 53| le-afa [ eras
21 o =~ \3 o " 2

BEEY A (x — Zk)" d [f"(s)]" ds

_ Ly / ()] ds

s [ jkl[f”(s)]st

xT

Tk

96
Damit gilt
2 1 4 - o " 2 1 4 ! " 2
1Quf = Luflls < goh* > [ ()P ds = geh® | [f"(2)] da
k=1 " Tk-1 0
und somit
1
_ In S —Q, 4+ h2 " ’
If = Lfllo < If = @ufllo o6 [pity
woraus unmittelbar die Behauptung folgt. |

Beispiel 1.10. Gegeben sei die Funktion f(x) = z* fir x € [0,1]. Fir die Schrittweite
h = 1/n ergeben sich die Stitzstellen x = kh, k =0, ..., n, und die Elementmittelpunkte

1 1
Ty = 5(.1%—1 +xy) = 5(2/47— Dh firk=1,...,n.

Fiir die Zerlegungskoeffizienten by, der stiickweise konstanten Interpolierenden I,f ergibt
sich

folgt.
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Fiir den Fehler der stiickweise konstanten Interpolierenden I, f ergibt sich

/Ol[f(x)—lhf(x)]zd:c = Z/xk 1 [x ——h2 (2k — 1) rd:c

- §h5;[’f -~k g

1. 1 23
= — 1)(2 1) — = 1

3h { nn+1)(2n+1) 2n(n+ )+80 }
1 11
R pf
9 720

und im Fall der L*>-Projektion Q. f ist

/Ol[f(x)—th(x)de - 2/{ G k+%)]2d:c

= Ehs Z [15k% — 15k + 4]

k=1

1 15 15
= Eh5 [En(n +1)(2n+1)— ?n(n +1)+ 4n}
1

1
= —h*— —ht.
9 45

Bis auf Terme vierter Ordnung stimmen also Interpolations— und Projektionsfehler tiberein.



