Kapitel 2

Numerische Integration

Fiir eine im Intervall [a, b] gegebene Funktion f(z) ist das bestimmte Integral

I = / f(x)dx (2.1)

durch eine geeignete Naherungsformel

n

I, = far) w (2.2)

mit paarweise verschiedenen Stiitzstellen x; und Integrationsgewichten wy zu berechnen.
Ein numerisches Integrationsverfahren (2.2) heifit von der Ordnung p, falls p die grofite
ganze Zahl ist, fiir die das Verfahren alle Polynome kleineren Grades als p exakt integriert,

m

b n
/ Gm(x)dx = qu(a:k)wk fir alle g,,(x) = Zaj:cj, m < p.
e k=0

J=0

Eine erste Idee fiir die Herleitung numerischer Integrationsformeln besteht im Ersetzen der
Funktion f(z) durch das Interpolationspolynom f,, € II,, mit

folzs) = f(z;) firi=0,... n.
Bei Verwendung von Lagrange—Polynomen (1.11) lautet das Interpolationspolynom

.’L'—SL’]'

fale) = D f) L), Lix) = J[ —=
k=0 j=0g#k
und fiir die Integrationsformel (2.2) ergibt sich

n

L= [ e =Y s [ Lie)ds = Y s (23

k=0
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mit den Integrationsgewichten

wk—/ Ly (x d:p—/ H — gy firk=0,...,n. (2.4)

— X;
§=0,j#k Lk J

Aus der Darstellung (1.14) des Interpolationsfehlers

1 n
- n+1) _
(n+ 1) 1;[ =)

mit einer geeigneten Zwischenwertstelle {(z) € (a, b) folgt fiir den Fehler der numerischen
Integrationsformel (2.3)

b b n
-1 = [ @)= f@lds = o [ 10E@) [[e-apdn. 29)

flx) = falz) =

(n+1)!

Die Integrationsformel (2.3) ist von der Ordnung n + 1, d.h. Polynome f(z) = f,,(x) mit
dem Polynomgrad m < n werden exakt integriert. Ist die Integrationsformel insbesondere
exakt fiir konstante Funktionen, dann folgt fiir f(x) =1

b n
I:/d:p:b—a:_fn:Zwk
@ k=0

und somit
1 n
PP ITEE
b—a par

Fiir eine stabile numerische Auswertung der numerischen Integrationsformel (2.3) ist wei-
terhin die Positivitdt der Integrationsgewichte, w; > 0, zu fordern.

Die Integrationsformel (2.3) und die Fehlerabschitzung (2.5) gelten fiir eine beliebige Wahl
der paarweise verschiedenen Stiitzstellen x;. Im folgenden betrachten wir zunéchst im In-
tervall [a, b] gleichmissig verteilte Stiitzstellen.

2.1 Newton—Cotes Integrationsformeln

Fiir eine dquidistante Verteilung der Stiitzstellen,

b— b—
op = at+k—% — a4 kh firk=0,...,n, h=-2
n n

ergibt sich fiir die Berechnung der Integrationsgewichte (2.4) fiir £ = 0, .

wk—/L" d:p—/ H — % d:p—/ H T CH_jh)dx.

—
j=0,jk Tk T T §=0,j#k
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Mit der Substitution
r=a+th firtel0,n], dr=hdt

folgt

o t— b—a _
wk:h/ H ],dt: awk
0 jojpr " J "
mit
wk—/ H jdt fir k=0,.
JOJ#k

Die resultierenden numerischen Integrationsformeln sind die Newton-Cotes—Formeln

_ b L3 ) @ (2.6)

Beispiel 2.1. Firn =1 sind die Stiitzstellen durch
ro=a, x1 =20

gegeben und fiir die Integrationsgewichte ergibt sich

t—1 1 1
Oy = /—dt /(1—t)dt: ,
1

N 1 0 1

1 = —d dt = =

w 10 t = /Ot t
Damit ist ) . ;

L= (0= a) | 7@+ 550 = "5 1@+ ) (2.7
die Trapezregel. Fiir den Fehler (2.5) ergibt sich
b
=1 = 5 [ P -a@—a

Die Substitution
Ls 1 2
s(z) = [(x—a)(x—b)dr = 3% —§(a+b)x + abx

ergibt eine fir x € (a,b) streng monoton fallende Funktion, fir die die Umkehrfunktion
x = x(s) existiert. Durch Anwendung des Mittelwertsatzes der Integralrechnung folgt dann

1 [5® 1 1

I-1 =5 f'(€(x(9))) ds = S[s(b) = s(a)] ["(£(2(5))) = —=5

I ; = 1) (b a)?
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mit einer Zwischenwertstelle

n=f"(&(x(s))) € (a,b).

Insbesondere gilt

b —a
[ 1@de = 5 @)+ 10 - 5 00— (2.9

Damit ist die Trapezregel ein Verfahren zweiter Ordnung, d.h. lineare Funktionen werden
exakt integriert.

Beispiel 2.2. Wird als Stiitzstelle nur der Mittelpunkt

a+b
2

g =
betrachtet, so ergibt eine Taylor—Entwicklung (1.76) fir x € (a,b)

f(@) = f(zo) + (o) (z — x0) + %f”(&(x)) (z — o)

mit einer geeigneten Zwischenwertstelle £(x) € (a,b). Dann folgt
b b
= [ @ae = [ s+ ) -+ e - w02 do

— =) )+ [ POl

s(z) = /(az — 0)%dr = %(az —x0)?

ergibt eine fir x € (a,b) streng monoton steigende Funktion, fir die die Umkehrfunktion
x = x(s) existiert. Durch Anwendung des Mittelwertsatzes der Integralrechnung folgt dann

Die Substitution

s(b)
s [ r@e-ara = 3 [ e

_ ; [5(b) — s(a)] f"(£(x(3)))
= {2~ (o~ o) £0n) = 30— aF"(0)
mit einer Zwischenwertstelle n = £(x(8)) € (a,b). Fir die Mittelpunktformel
Iy = (b— a)f(a;b) (2.9)
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folgt dann die Darstellung

[ t@rds = - (“57) + 550 - 0) (2.10)

mit einer Zwischenwertstelle n € (a,b). Die Mittelpunktformel ist wieder ein Verfahren
zweiter Ordnung, d.h. lineare Funktionen werden exakt integriert. Im Vergleich zur Trapez-
regel ist aber nur eine Funktionsauswertung von f(x) erforderlich.

Betrachten wir fir f(z) das lineare Hermitesche Interpolationspolynom (1.27) fiir n =0,

filz) = flxo) + f'(xo) (2 — 20),
dann gilt die Darstellung (1.29)

fa) = Rla) + 5 (€@ @ — o)’

und die Abschdtzung des Integrationsfehlers folgt wie oben.

Beispiel 2.3. Fiir n = 2 sind die Stiitzstellen durch

Ty = a, xlzé(aer), To =0

gegeben und fiir die Integrationsgewichte ergibt sich

S P S|
WO—?), W1—3, (.U2—3.
Die resultierende Integrationsformel
1 a+b
I = Z(b—a) [f(a)+4f< . )+f<b)] (2.11)

st die Simpson—Regel. Wie bei der Mittelpunktformel betrachten wir jetzt fir die zu inte-
grierende Funktion f(x) das Hermitesche Interpolationspolynom fs(x) mit

fa(wo) = flxo), fa(w1) = f(w1), fs(xa) = f(22), fy(w1) = f'(21).

Fiir dieses gilt die Darstellung

2

(x — 1) 7 — 29 (r —x1)* = — x9

fis(z) = f(wo)

E Ch—— + f(x2)

T—To T —1T
+f(x1) ° 2

(.TQ — .Tl)z To — X

o + ] 4+ f ) e L2
T1 — g T1 — X2 T1 —Tog L1 — T

(x — z1)

mit N 5
q=_0TT27 N , B=1—ax.
(!E1 - $0)($1 - !EQ)
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Weiters gilt (1.29), d.h.

f(x) = fa(x) + %f(‘”(é“(l“))(x —@o)( — 22) (2 — 21)°.

b _ 2 _
/ . Y I ()

(56’0 - 371)2 Ty — T2

bl N2 .
/ (w-m)” @ N gy = %(b—a),

(!EQ - $1)2 T2 — Xg

b
. . 2
/ S (ax + B)dr = g(b—a),

X1 —TpT1 — T2

b J— J—
/3j Yo ¥ xz(:p—xl)dx = 0

X1 — TopT1 — T2
erhalten wir

=Lt 5 [ €@ @ - )@ - m)(o - ) do.

Daraus folgt

[ = T8 [0+ 45 (50 £ 50)] - g 0= e

mit einer Zwischenwertstelle n € (a,b). Die Simpson—Regel ist ein Verfahren vierter Ord-
nung, d.h. kubische Polynome werden exakt integriert.

Beispiel 2.4. Betrachtet wird das bestimmte Integral
I:/ sinzdr = 1—cosa.
0

Fiir f(z) =sinz ist f"(x) = —sinxz und somit folgt

"] < fla) firg e (0,a).

Damit ergeben sich fir die Mittelpunktformel (2.9), die Trapezregel (2.7) und fiir die Simp-
sonregel (2.11) die folgenden Fehlerabschditzungen

1 1 1
I — Ip| < —a*sina, |I—1| < —=d’sina, |[—1|< a® sin a.
24 12 2880
Die in Tabelle 2.4 aufgefiihrten numerischen Ergebnisse spiegeln die theoretischen Feh-
lerabschdtzungen wieder, wobei die einfache Mittelpunktformel der Trapezregel tberlegen
scheint.
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Mittelpunkt Trapez Simpson
a | Theorie | Fehler | Theorie | Fehler | Theorie | Fehler
5 161-1|111-1|323-1|215-1|332-3 |228-3
T1143-2 | 7673|2852 |152-2|734-5|394-5
21966-41491-4]193-3]981-4|124-6]631-7

Tabelle 2.1: Fehler der Newton—Cotes Integrationsformeln.

Als notwendiges Kriterium fiir die Konvergenz der bisherigen numerischen Integrationsfor-
meln ist
b—al <1

vorauszusetzen. Der allgemeine Fall kann durch zusammengesetzte Integrationsformeln

= /abf(:c)da: _ g/::f(x)dx

mit Stiitzstellen

h—
t=a+ k"
n

firk=0,...,n

und numerischer Integration der verbleibenden Integrale behandelt werden. Mit der Simpson—
Regel folgt zum Beispiel

L= 3 gl m) [fa) + 4 £ (P o+ )
_ 66_71“ En: [f(xk_l) +41f(7$’“2+ x’“) + f(:vk)]

k=0

2.2 Gaufl—Legendre Integrationsformeln

Bei den bisherigen Betrachtungen wurden die paarweise verschiedenen Integrationspunkte
x, als gegeben vorausgesetzt. Allgemein enthélt die Integrationsformel

L= > flax) wy
k=0

2(n + 1) frei wiahlbare Parameter (zy,wy), kK = 0,...,n. Diese kénnen aus der Forderung
der exakten Integration von Polynomen f(x) = z® fiir « =0, ...,2n+ 1 gewonnen werden,

1 n
/ xdr = E Tp Wk -
0 k=0
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Beispiel 2.5. Firn = 2 und das Integrationsintervall [a,b] = [0, 1] ergibt sich zur Bestim-
mung der Parameter (xg,wy), (z1,w1) und (x2,ws) das nichtlineare Gleichungssystem

Aus Symmetriegrinden ist
1 .
xo = t, T =3, xo=1—1t firtel0,1]

und
Wp = Wy = W

zu wihlen. Aus der Gleichung fir a = 0,
wo + wy +we =1,

folgt dann
w; =1-—2w.

Man priift leicht nach, daf$ dann auch die Gleichung fir o = 1 erfillt ist,
1 1 1
5 = WoTo w11+ waTy = wt+ (1 — 2w)§ +w(l—1t) = 3

Fiir o = 2 bzw. fiir o« = 3 ergibt sich

1 1
— = w2 =2t + =
12 “{ +2}’

wdhrend fir o = 4 bzw. fir o =5

11 7
— = w |2t — 4P + 617 — At + —
0 - ¥ [ + + 3

folgt. Gleichsetzen liefert
40t — 80t° + 54> — 14t +1 = 0

mit den Losungen

1 V15 1
t1/2=§iwa l3/4 = 3
Fiir
L1 VIS
210
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folgt
5
w=—.
18
Somit lauten die Stiitzstellen
1 V15 1 _1+\/15
T T TI0 TT 2 T e o
und die zugehorigen Integrationsgewichte sind
L 5 L8 5
LT L T LT

Die resultierende Integrationsformel wird als Gaufs—Legendre Integration bezeichnet.

Beispiel 2.6. Wie in Beispiel 2.4 betrachten wir wieder das bestimmte Integral
I:/ sinxdr = 1 — cosa.
0
Verglichen wird die Simpson—Regel (2.11) mit der in Beispiel 2.5 hergeleiteten Gaufi—

Legendre Integrationsformel. Bei gleicher Anzahl von Stitzstellen zeigt sich eine deutlich
schnellere Konvergenz.

a | Simpson—Regel | Gaufl—Legendre
5 2.28 -3 8.12 6
" 3.94 -5 3.48 -8
2 6.31 -7 1.39 -10

Tabelle 2.2: Fehler der Simpson—Regel und der Gau—Legendre Integrationsformel

Es stellt sich die Frage, wie der in Beispiel 2.5 betrachtete Zugang und insbesondere die
Losung des nichtlinearen Gleichungssystems verallgemeinert werden kann. Zur Berechnung
des Integrals (2.1),

II/abf(x)d:c,

wird eine numerische Integrationsfomel

L= flxe)wn
k=0

betrachtet, welche Polynome f,,(x) von moglichst maximalen Polynomgrad m > n exakt
integriert, d.h.

[ dntayo = kifmm)wk.
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Bezeichnet

das Interpolationspolynom vom Grad n, so ist

rm () i = fm(®) = fo()

ein Polynom vom Grad m mit den n + 1 Nullstellen zy, k =0, ..., n. Fiir r,,,(z) gilt daher
die Darstellung

Tm(2) = fm(®) = fu(2) = gm—(nr1)( H T — ;)

mit einem beliebigen, aber durch f,,(x) eindeutig bestimmten Polynom g,,_(,41)(z) vom
Grad m — (n + 1). Insbesondere gilt also

me ) L (%) + gm—(n41) (2) Priar (2) (2.13)

mit
n
pn+1 H T — SL’]

Einsetzen in die Integrationsformel (2.1) erglbt

n

b
b
/ fm dl‘ - me T /L dl‘+/ gm,(n+1)(l’)pn+1(l’) dx = me(xk)wk

k=0
mit den Integrationsgewichten
b
wk:/ Ly(z) dx,
falls
b
[ gt (a) pusa(a) dz = 0

erfullt ist. Fir
m—(n+1)

Im-min(@) = > p;(x)

J=0

mit noch zu bestimmenden linear unabhéngigen Polynomen p;(x) vom Grad j und zuge-
horigen Koeffizienten v; folgt dies aus der Orthogonalitét

b
/ (@) prpi(x)de =0 firj=0,...,m—(n+1).
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Offenbar ist
m—(n+1)<n

zu fordern, d.h.
m<2n+1,

Insbesondere werden Polynome maximalen Grades 2n + 1 exakt integriert. Benotigt wird

also ein System {p; ;Liol von zueinander orthogonalen Polynomen p;(z) vom Grad j mit

| p@pterds =0 fix e (2.14)

Fiir die Nullstellen orthogonaler Polynome gilt das folgende Resultat:

Lemma 2.1. Gegeben sei ein System {p*}*; orthogonaler Polynome, d.h. es gilt (2.14).
(n+1)

Das Polynom p,41(x) besitzt in [a,b] n+ 1 einfache reelle Nullstellen x

Beweis: Sei o = a+1if, § # 0, eine komplexe Nullstelle von p,,.1(z). Da die Koeffizienten
von p,.1(x) reell sind, ist auch Ty = o — i Nullstelle von p,,1(x). Fiir das Polynom

Gn_1(z) == Pn+1(2) = Pn+1(7) fiir z € [a, ]

(x —xo)(x —To) (v—a)+ 32

mit dem Polynomgrad n — 1 ergibt sich mit, siehe (2.14)

0= / Pnt1(T) @1 (x) de = / % dx >0

ein Widerspruch, d.h. p,,1(x) kann keine komplexen Nullstellen besitzen.
Sei zy € R, xy > b eine Nullstelle von p,, 1 (). Fiir das Polynom

qn(l') _ Pn+1 (l‘)

fii b
P ir x € (a,b)

folgt wieder mit (2.14)

b b 2
0= / Pnt1(2)gn () do = s (@) dxr >0

a (I‘O—ZL‘)

ein Widerspruch, wodurch eine reelle Nullstelle xy > b ausgeschlossen wird.
Durch Betrachtung von

_ Pn+1 (ZL‘)

fir x € (a,b), xy < a,
T — 2o

Gn ()

wird analog eine reelle Nullstelle 2y < a ausgeschlossen.
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Somit besitzt p,y1(x) in [a, b] n + 1 reelle Nullstellen. Fiir eine mehrfache Nullstelle z ist

pn-l-l(x)

Qn—1($) = (ZL‘ _ IEQ)Q

und mit (2.14) ergibt sich wegen
b , ,
= 1 (2
0 / Pri1(T)Gn—1(x) dz :/ %dw -0

wieder ein Widerspruch. Damit gibt es im Intervall [a,b] n 4 1 einfache reelle Nullstellen
2"V des Polynoms ppy1(x). |

Die Stiitzstellen der numerischen Integrationsformel ergeben sich dann aus den Nullstellen
von

P (2 H r— 1), (2.15)

und die Integrationsgewichte ergeben sich entsprechend aus

wk—/ Li(x d:v—/ H — gy firk=0,...,n. (2.16)

— X;
§=0,j#k Lk J

Mit den durch (2.15) bestimmten Stiitzstellen z; und den durch (2.16) gegebenen Integra-
tionsgewichten wy ergibt sich die Integrationsformel

L =) flaw)w. (2.17)

Ausgehend von der Basis {xj}"+1 der Monome 7 kann durch Anwendung des Orthogo-
nalisierungsverfahrens von Gram Schmidt ein System orthogonaler Polynome konstruiert
werden, vergleiche Algorithmus 2.1.

Setze
po(l’) =1.
Firk=0,...,n berechne
1 b
pry1(z) = Zﬁkzm ), Bre= Oé_g/ 2" po(2) dz
Qo = / [P (2))? da.

Algorithmus 2.1: Konstruktion orthogonaler Polynome.
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Beispiel 2.7. Firn =2 und [a,b] = [0, 1] ist zundchst

1

2. Numerische Integration

p(z)=1, as= [ [po(z)dx=1.
0
Firk =0 ist
1 1
500——/ :Upo(a:)d:c:/ rdr = =
0J0 0
und somit
! 1
pi(z) =2 — Boopo(z) = 7 — -, Ozlz/ [p1(z)] algr::E
0
Firk =1 ist
1 [t 1
Bio = — prO(x)dx:/ ?dr = =,
1 [t 1
fun = — x2p1(x)d:c:12/ x2<x——)d:c:1
(0%} 0 0 2
und somit
pa(x) = x° — Bupi(x) — Biopo(z) = —($—§>—§:x —x+6,
d.h.
1 , 1
— dr = —
o2 = [ I e = 15
Firk =2 st
1 [t L 1
= — 3 d — 3d ——
Bao a0 Jo T po(ﬂf) T /o T ar 1’
1t ! 1 9
- — do =12 3( __)d _ 2
B o 0$p1($) x /095 T=35)% =1y
1 [t ! 1
Pog = — x3p2(az)d:c:180/ x3<x2—x+—)dx:_
Q2 Jo 0 6
und somit
p3(37) = 2’ - 522]72(37) - 521271(56’) - 520]70(56’)
3 3 ( o 1 9 1 1
- i) -
2 6 10 2 4
3 3 1
.3 922 9 1
= 2:6 —1—537 50

Zu bestimmen sind die Nullstellen von ps(x) durch Lisen der kubischen Gleichung

202 — 3022+ 122 —1=0
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mit den Losungen

1 V15 1
T T o T
Fiir die zugehdrigen Integrationsgewichte ist zundchst

Vae—x x— a9 5
Wy = dr = —
0

To — T1 Ty — T 18

4 5
und die Werte fiir wy = 9 und wy = 3 ergeben sich analog.

Der Fehler I —1,, der Integrationsformel (2.17) fiir eine beliebige Funktion f(x) kann auf die
Fehlerdarstellung (1.29) des Hermiteschen Interpolationspolynoms zuriickgefiihrt werden.

Satz 2.1. Sei {p; ;‘;’01 ein System von orthogonalen Polynomen p;(x) vom Grad j mit

b
/ py(@) pe(x) dz =0 fiir £ #

Fiir k = 0,...,n seien xy die Nullstellen von p,y1(x). Sei f in [a,b] (2n + 2)—mal stetig
differenzierbar. Dann gilt

/f d:c—Zf:ckwk+

mit einer geeigneten Zwischenwertstelle n € (a,b).

(2n+2

/ H(az —z;)* dx (2.18)

Beweis: Fiir die gegebene Funktion f sei fo,.1 das Hermitesche Interpolationspolynom
vom Grad 2n + 1 mit

Jons1(@i) = f(2:),  foppr(@i) = f'(z;) firi=0,...,n.
Mit (1.29) st

) = faa o) + gy £ €a) ][ =

Jj=

mit einer geeigneten Zwischenwertstelle £(x) € (a,b) und somit folgt, nach Konstruktion
der numerischen Integrationsformel zur exakten Integration von Polynomen vom Grad
2n+1,

b b b n
/a flx)de = /a fons1(z) dz + m/a FerR (e jl_[o x — ;)°
- 1 b (2n+2 -
= §f2n+1($k)wk+m/a f ]11)$—%

2n+2

= Zf($k)wk+ /H(x—ffj)%h
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mit einer Zwischenwerstelle 7 € (a,b). Im letzten Schritt wurde die Interpolationsbedingung
fons1(xr) = f(xx) benutzt, sowie ein verallgemeinerter Mittelwertsatz der Integralrechung
verwendet. |

Ausgehend von py(z) = 1 kénnen orthogonale Polynome py () durch das Gram—Schmidtsche
Orthogonalisierungsverfahren bestimmt werden, siche Algorithmus 2.1. Als Ausgangspoly-
nom kann aber auch zpy(x) gewéhlt werden, d.h. fir £k =0,...,n ist

prsi(z) = 2 () =) Brepe()

mit den Koeffizienten

b
xpr(z)pe(x) do
Bre = = fir £ =0,..., k.

[t as

Fiir £ < k — 1 ist 2p,(z) ein Polynom vom Grad ¢ 4 1. Dieses kann als Linearkombination

der orthogonalen Polynome {p;(z) fié, dargestellt werden,

b
/ epi(2)py () da
wpe(w) =D epi(x), ¢ = :
/ Ip; ()2 d

Fiir den Zéahler von (, folgt dann

/+1

b b
/ xpr(T)pe(x) doe = ch/ pe(2)pj(z)de =0 firallel <k —1.

J=0

Damit ist

po(z) =1, pre1(x) = zpe(x) — Brpr(x) — Brr—1pe_1(z) firk=0,...,n, (2.19)

mit den Koeflizienten

b b
apr(@)pele) da / epp(2)pes () da

e /abm(x)m e /:ka_mxwx

: (2.20)

wobei p_j(z) = 0 gesetzt sei.
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Lemma 2.2. Gegeben sei die Rekursionsvorschrift (2.19) und (2.20). Fir |a,b] = [—1,1]
gilt

poj(—x) = paj(x), pojr1(—x) = —pyra(x) firj=0,1,2,...
sowie

B = 0.
Beweis: Offensichtlich ist py(z) = 1 gerade und es folgt

1
/ zdx
1

pl(ff) =2 — Boo, Boo= 1 =0,

/ dx
-1

pi(z) =2, pi(=2) =—pi(2),
und fiir den Zéhler von (;; folgt

d.h.

/11x[p1(x)]2dx ~0.

Nach Induktionsvoraussetzung fiir k£ = 1 gilt also

pe(—x) = —pr(x), pr-1(—2) = pr—1(x), Brr(z) = 0.

Dann folgt
Pr1(2) = 2 pr(x) — Brr—1pr-1(),
d.h.

Peyi(—2) = —xpp(—2) — Bex—1Pk—1(—7T)
= prk(ﬂf) - Bkkflpkflcv) = pk+1(37)
ist gerade und fiir den Zéhler von B, 1541 folgt

1
/ Xz [pk+1($)]2 dr = O, d.h. /Bk+1k+1 = 0.

1

Ist pr(x) gerade und py_1(x) ungerade, so folgt entsprechend, daBl pyy1(z) ungerade ist und

Brt1k+1 = 0 gilt.
Fiir das Intervall [a,b] = [—1, 1] folgt also die Rekursionsvorschrift

po(®) =1, pr1(@) = xpi() — Bepr—1(z) firk=0,....n,

mit den Koeffizienten

[ am@pita) ds
By = 2= T :
[pe—1(2)]? da

-1

(2.21)

(2.22)
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Lemma 2.3. Fir die durch (2.21) und (2.22) erzeugte Folge orthogonaler Polynome gilt

/ [pi(z _2?1(22 . (2.23)

Beweis: Fiir py(z) = 1 ist

71[Po($)]2dx = / da =2, 2po(MP _

und fiir py(x) = x ist

' o a2 2P 2
71[p1(:p)] dx—/lx dx—g, 1+2.1-3

ist die Behauptung offensichtlich richtig. Fiir £ > 1 folgt durch partielle Integration

1 1
2 [ o) de
- -1

71[Pk($)]2 dx = x [pe(x)]?

Nach Konstruktion ist
pe(z) = 2% + qea (z),
d.h.
() = ka4 gy (@)

bzw.

sih(e) = kot od (@
= k[prle) s ()] + o0
— bpu(e) + 2, (0) — ks (2)
= kpe(x) 4+ rea(x).
Damit folgt
[ emtonita) e = [ ki) + na@)de =k [ )

1 1

woraus sich unmittelbar die Behauptung ergibt. [ ]

Lemma 2.4. Fir den in (2.22) erkldarten Koeffizienten gilt die Darstellung

2k —1 [p(D]?

O = ok 71 et (]2
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Beweis: Fiir den Zéhler von [y, ist

pre(@)x[z" " + qroo()da

| @ity in -

1

pr(z)[2" + 2q)_o(x)]dx

P — qp—1(2) + 2qr_2(x)|dx

/,
/,
/,
[t

Damit folgt

W da 2[pi(1)]?
B = /—1[19’“( )fd ok 2k—1 ()P

2 2 (D 2k 4+ 1 [pea (D]
[Pe-1(2)]" da T+20k—1)

-1

[ |
Damit folgt
2k — 1 [pp(1)]?
=1 — — _ 2.24
p0<l’) ) pl(x) Z, karl( ) xpk( ) 2k + 1 [pkfl(l)]zpk 1(33‘) ( )
e e
2% — 1 [pi(1
=1, p(1)=1, 1) = pe(1) — . 9.25
po(1) pi(1) pr+1(1) = pr(1) 2% + 1 pp_1(1) ( )
Lemma 2.5. Fir die in (2.25) erklirte Rekursion gilt
(1) = 5 pa() (2.26)
Pk T ok — 1Pk—1 . .

Beweis: Fir £ = 1 ist (2.26) offensichtlich richtig. Mit der Induktionsvoraussetzung

pe(1) = ()
ergibt sich mit
) = putt) = 2L ) -

die Behauptung fiir k& + 1. [ |
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Fiir die durch (2.24) erklérten Polynome pg(z) definieren wir die skalierten Polynome

Puz) = 2@ i By =1

pr(1)

Aus (2.24) folgt dann, unter Verwendung von (2.26),

o1 ()P
2k + 1 [pr_1(1)]
[ pe(r) 2k =1 pp(1) pk—1($)]

= (1) _95 (1) 2k + 1 pe_r(1) pe_y(1)

= nl1) o Ate) - R

i k
% + 1P’“‘1(x)} '

prvi(z) = api(x) 2Pk—1(~”€)

= pr(1) |z Pi(z) —

Mit
kE+1
2k+1

pk+1(1) = pk<1>

ergibt sich dann

Prepi(w) 2k 41 k
P = = P — Py

d.h.
(k+1)Peya(x) = 2k + 1) x Pe(x) — k Py (z) firk=1,2,3,.... (2.27)

Mit Py(x) = 1 und Pi(z) ist dies die Rekursionsvorschift der Legendre-Polynome. Aus

(2.23) folgt sofort
1
2
/ [Py (2)]* do = :
-1 14+ 2n

Die Legendre—Polynome P, (x) kénnen auch als Losung der Differentialgleichung

(2 = 1)P)(x) + 22P.(x) —n(n + 1)P,(z) =0 fiirx € (—1,1)

erklart werden. Ein Potenzreihenansatz und die Skalierungsbedingung P, (1) = 1 fiihrt
dann zu der als Rodrigues—Formel bekannten Darstellung

1 a
~ 2npl dan

P,(z) (z® —1)". (2.28)

Die Orthogonalitéit und die Rekursion der Legendre—Polynome folgt dann unter Verwen-
dung der Differentialgleichung.
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Fiir die ersten sechs Legendre-Polynome erhalten wir

Py(z) = 1,

Pi(z) = w,

Poa) = (34— 1)

Pia) = 5(52°—3x),

Py(z) = é(35x4—30x2+3),
Py(z) = é(63x5 — 702% + 157) .

0.54

-0.57

Abbildung 2.1: Legendre—Polynome Py(z), ..., Ps(x).

2.3 Gaufl—Tschebyscheff Integrationsformeln

Abschlielend sollen geeignete numerische Integrationsformeln fiir gewichtete Integrale der
Form

. /1 \/%d:p, I — kzzo Fla)wn (2.29)

betrachtet werden. Wie bei der Herleitung der Gaufl-Legendre Integrationsformeln sol-
len zunéchst Polynome f,,(z) von moglichst maximalen Polynomgrad m = 2n + 1 exakt
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integriert werden. Fiir Polynome f,, vom Grad m = 2n + 1 gilt die Darstellung (2.13),

n

me T Lk +gm (n+1 Hl‘—IL‘j

7=0
Einsetzen in die Integrationsformel (2.29) ergibt

n

gm (n+1)< )anrl( ) o
m me /\/_71,2 N dx_me($k)wk

k=0

mit den Integrationsgewichten

Ln n
Jf_f) -, an(x):j]:IO(x—xj),

Wk =

falls X
Im—(n+1) (T)Pny1(T)

V1—2a?

erfiillt ist. Gesucht sind also orthogonale Polynome p;(x) vom Grad j mit

dr = 0

1
pi@pex) , .

Lemma 2.6. Fir die durch (1.16) definierten Tschebyscheff-Polynome Ty(x) gilt die Or-
thogonalitdt

1T<>T<> .
oz ™ . ‘
—— — “(x — tr ¢ = 0, 2.30
V1—2a? 2 f 7 (2.30)
™ firt=75=0.
Beweis: Mit der Substitution
dx )
r =cosp, — = —sing, @€ m0]
de

und der Darstellung (1.17) ist zunéchst

1 1 T
T(x)Ty(x) cos(j arccos x) cos({arccosx) , 4
N ————*dx / N dx-/cosygpcos&pdcp.

-1 0
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Aus dem Additionstheorem

a—+f a—pf

cosa + cos B = 2cos cos

folgt mit
a=(G+0p, B=(G-0¢

fiir den Integranden

1
cos jp coslp = 3 [cos(j + )¢ + cos(j — £)y] .

Damit ist

J %dm = %O/[cos(j + ) +cos(j —O)plde.

Fiir j # ¢ und m = j + ¢ # 0 folgt die Behauptung aus

/Cosmcpdcp = 0.
0

Fiir j = ¢ =0 ist Ty(z) = 1 und somit

1 T
To(x)To(x) , B

Vi fe =
=1

und fiir j = ¢ # 0 ergibt sich

/ITJ»@:)TJ»(x) o
Jvi-w

N | —

T
dp = — .
/“0 2
0
| ]
(n+1)

Als Stiitzstellen xj der numerischen Integrationsformel I, sind also die Nullstellen z,,
des Tschebyscheff-Polynoms 7,,1(z) zu wihlen,

142k
:L‘E;H—l) = COSM firk=0,...,n.
2(n+1)

Zu berechnen bleiben die Integrationsgewichte

Li(z)

) ik =0,... 0.
V1—a?
“1

Wg =
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Stellen wir das Lagrange-Polynom L} (x) in der Basis der Tschebyscheff-Polynome dar,

= Z a;T;(x)

so erhalten wir fiir die Zerlegungskoeffizienten
1 Li(x)

dz
1 V1 —2?

apg =

bzw.
2 [ L)
’ V1 — 22

Da die Integrationsformel exakt fur Polynome vom maximalen Grad 2n + 1 ist, folgt

1! L;;(g;) 1
— L”x w —w
/ i z Jwe = Lo

de firt=1,.

bzw.

2 L"() 2
a = — Ly (xo)Ti(xp)we = =Ti(vg)wyg . firi=1,...,n.
B %1—# Z O)Ti(we)we = . ()W

Dann ergibt sich

n

Vg@P

T;(z)Ty(x)
;0 dx
1 V1—2a? == ]/1 \/1—332

Andererseits ist

Ly (=
(LY (20)]we = wi,
[ B e S0t

und somit folgt

225 ]
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a2
[cos—] =
2

Mit
[1 + cos a}

DO —

folgt

[ u (2k + 1)im -
= 7|1+ E [1 + 7}
W 2 cos 1

= (2k + 1)ir |
p— 1 e —
m™in+1+ ;1 cos P

Fir n = 2m ist

z 2k + )it [ (2k+1)in (k+1)2m+1—i)r
Zi:l R IE B Z@,ZI RTT E om + 1
) 2%k +1)i 2%k + 1)
Z¢:1 i 2m +1 2m+1
) 2%k +1)i 2%k + 1)
= g cosﬂ+cos(2k+l)ﬂcosﬂ}
— | 2m +1 2m +1
T 2%k +1)i 2%k +1)i
=S g PRA Dyim 2k 4 V)|
2m + 1 2m + 1

1 L

.
I

Entsprechend ist fiir n = 2m + 1

icosw _ i {COSMHOS (2k+1)<2(m+1)—z‘)ﬂ +COS(%H)g

— n+1 — 2(m+1) 2(m+1)
(2k + 1)im (2k + 1)im
- ; lcos Smt D) + cos <(2k + )7 — m)]
= 0.

Fiir die Integrationsgewichte wy, ergibt sich somit

T

firk=0,...,n

Wk = n+1

Damit folgt die numerische Integrationsformel

(2n+2 n d
+1) f +1) T
/\/1—:52 n+lzf (2n +2)! /H \/1—332 (2:31)

—-1 J=




68 2. Numerische Integration

mit einer geeigneten Zwischenwertstelle nn € (—1,41). Die Integrationsformel (2.31) ist nach
Konstruktion exakt fiir alle Polynome vom Grad 2n+1. Insbesondere fiir f(z) = Ty (x)T;(x)
mit k, £ =10,...,n folgt also

1
Ti(z)Ty(x) — (n+1) (n+1)
———dxr = E Ti(z, To(x; .

V1 — 22 n+1i:0 bz )Tl )

Mit der Orthogonalitéit (2.30) folgt daraus

0 fiir k £ £,
Z T n+1 (n+1)) _ %(n + 1) fir k=10+#£0, (2.32)
n+1 firk=¢=0.

Wird fiir das globale Interpolationspolynom f,(x) vom Grad n der Ansatz

x) = Z agTy(x)

mit den Tschebyscheff Polynomen Ty (x) gewihlt, so lauten die Interpolationsgleichungen
in den Nullstellen 3: ) des Tschebyscheff-Polynoms T, ()

"H Z apTy( ("H = @) firi=o0,...,n.

(2

Fiir die Bestimmung der Zelregungskoeffizienten ist also ein lineares Gleichungssystem
mit einer vollbesetzten Matrix, d.h. mit einer Matrix mit (n + 1) Nichtnulleintriigen,
zu losen. Die Anwendung eines direkten Losungsverfahrens, zum Beispiel des Gaufischen
Eliminationsverfahrens, erfordert O(n?®) wesentliche Operationen, d.h. eine Verdoppelung
von n verachtfacht die erforderliche Rechenzeit.

Zu bestimmen bleiben die Zerlegungskoeffizienten von f,, als Losung des zugehorigen linea-
ren Gleichungssystems. Der Ansatz

mit Tschebyscheff-Polynomen 7} (z) fithrt dann auf die Interpolationsgleichungen

((n+1) Zaka( )_fi firi=0,...,n.

Zur Bestimmung der Zerlegungskoeffizienten a, werden die Interpolationsgleichungen mit
Tg(f("ﬂ)) multipliziert und {iber ¢ = 0, ..., n summiert,

>3ty () (0°7) = Zfz ().

=0 k=0
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Es gilt
n 0 fir k #£ ¢,
> T (fﬁ"“))Tg (fﬁ”*”) = Ynt1)  firk=04#0,
i=0 n+1 firk=¢=0
und somit
1 n
ao (n+1);fz urk =20
bzw.
2 n
ak:n_i_l;szk(jZ(nJrl)) fir k = yee ey T

Dies ist gleichbedeutend mit

2 (204 )7
= E jcosk———— firk=1,...,n.
ay T 2 fi cos 20n+1) ir n

Eine effiziente Berechnung der Zerlegungskoeffizienten a; kann schliellich durch eine schnel-
le Fouriertransformation realisiert werden, siehe zum Beispiel [14].
2.4 Schnelle Fouriertransformation

In diesem Abschnitt sollen effiziente Verfahren zur Realisierung der diskreten Kosinus—
Transformation

n

n—1 .
27k
ak:ijcos e firk=0,...,n—1 (2.33)
=0

beziehungsweise der diskreten Sinus—Transformation
— orkj
bkzzlfjsinT firk=1,....,n—1 (2.34)
j:

betrachtet werden. Durch Ubergang ins Komplexe sind diese gleichbedeutend mit der kom-
plexen Fouriertransformation

n—1
L, = Z fje_ﬂ”kj/" firk=0,...,n— 1. (2.35)

j=0

Anwendungen dieser Art ergeben sich beispielsweise bei der Interpolation mit Tschebyscheff—
Polynomen oder bei der Beschreibung zirkulanter Matrizen.

Eine direkte Auswertung der Koeffizienten ¢y, in (2.35) erfordert n? komplexe Multiplikatio-
nen. Ziel ist deshalb die Herleitung eines schnelleren Berechnungsverfahrens. Die Idee dafiir
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besteht in der Riickfiithrung der urspriinglichen Aufgabe auf eine Folge dhnlicher Probleme
kleinerer Dimension.

Sei n = 2m. Dann ergibt sich fiir die Koeffizienten c¢; mit geradzahligem Index k& = 2¢ fiir
¢=0,...,m— 1 durch Aufspalten der Summe

3
—

—i2m20j /n
Cou = fie 7

|
iing

3
L

_ [fjefi27r2€j/n + fm+j€fi27r25(m+j)/n]

<
Il
o

3
L

— [fj +fm+j6—i27r2€m/n} e—i27r2€j/n

<
Il
o

3
L

= [f5 + fneg) 7270

J]=

=]

Fiir die Koeffizienten c¢; mit ungeradem Index k =2+ 1 und ¢ =0,...,m — 1 ergibt sich
analog

i
L

_ —i2m(20+1)j
Cot+1 = fie™ mEeEI

1M

3
L

_ [fjefi27r(2f+l)j/n _'_fm+jefi27r(25+1)(m+j)/n}

<.
Il
o

3
L

_ [fj +fm+j6—i27r(2€+1)m/n] 6—i27r(2€+1)j/n

<
Il
o

3
L

= [f = Frnig) =20/ emi2mtilm,

.
o

Damit kann die Fourier-Transformation (2.35) fiir n Koeffizienten realisiert werden durch
zwei Fourier—Transformation fiir m = n/2 Koeffizienten, wobei die modifizierten Koeffizi-
enten

fi = i+ fmvgs fnag = U5 = oy 200" (2.36)
fir j = 0,...,m — 1 zu berechnen sind. Fiir n = 2P ist dieses Vorgehen rekursiv anwend-
bar, und nach p Reduktionsschritten sind n Fourier-Transformationen fiir jeweils einen
Koeffizienten durchzufiithren. Bei der Berechnung der Koeffizienten mit ungeradem Index
sind dabei jeweils m = n/2 komplexe Multiplikationen zu realisieren. Damit ergeben sich
insgesamt

n_ll
p2—2nogn

komplexe Multiplikationen.
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Beispiel 2.8. Betrachtet wird die kompleze Fourier—Transformation (2.35) fir die Berech-
nung von n = 2% = 8 Koeffizienten,

7
Cr = ije_ﬂ”kj/S firk=20,...,n—1.

J=0

Die rekursive Anwendung der Vorschrift (2.36) fir die Berechnung der Koeffizienten c
ergibt das folgende Schema:

co fo=fo+ 4 « fo=f+1f o o=+
c fl=h+1s a fi=f+1f a fi=f-Nf"
cs fo=fat+fo e fi=fo—fwl o =K+
¢ fs =T+ fr s fi=—fwi 6 [3=0~1
a fo=(fo—fows a fi=fi+fs a fi=f+]
e fs=(h—fows e fi=f3+fr s fE=[-F
s fo=(f—fowi e E=Ui-fwl o B=[+F
a fi=s—fows o fF=-fMwi o fF=Ff-F
Dabei sind
wfn:eiz’rk/m firk=0,...,m—1

die komplexen Einheitswurzeln.

Nach der dreifachen Anwendung der Vorschrift (2.36) sind schliefllich die erhaltenen Werte
f;’ den Koeffizienten ¢ zuzuordnen. Dabei sind die durch die Umnummerierungen erfolgten
Permuationen der Indizes der Koeffizienten c, zu beriicksichtigen. Dies kann durch eine
Spiegelung der Bindrdarstellung der Indizes erfolgen:

Zuordnung Index von f;’ bindr Index von ¢,  bindr

o= f3 0 000 0 000
ci=f3 1 001 4 100
e = f3 2 010 2 010
6= f3 3 011 6 110
o = f3 4 100 1 001
o5 = f3 5 101 5 101
3= f3 6 110 3 011
o = f3 7 111 7 111

Fiir eine weitergehende Diskussion der schnellen Fouriertransformation sei hier auf [3] ver-
wiesen, siehe auch [17] fiir eine Implementierung fiir allgemeines n € N.



