Kapitel 3

Vektoren und Matrizen

In diesem Kapitel sollen die Grundlagen aus der linearen Algebra bereitgestellt werden,
die spater bei der Konstruktion effizienter Algorithmen fiir die Lésung linearer Gleichungs-
systeme bendttigt werden. Neben den grundlegenden Begriffen wie zum Beispiel Normen
von Vektoren und Matrizen wird die Singuldrwertzerlegung beliebiger Matrizen hergeleitet.
Das Orthogonalisierungsverfahren nach Gram—Schmidt bildet den Ausgangspunkt fiir die
Herleitung von modernen Iterationsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme.

3.1 Normen von Vektoren und Matrizen

Fir n € N ist R" der Raum der n—dimensionalen Vektoren u € R"™ mit Komponenten
u; €E R fliri=1,...,n. Mit
() : R"xR"—>R

wird ein beliebiges Skalarprodukt im Vektorraum R"™ bezeichnet, das heifit es gilt die Dis-
tributivitat
(u+v,w) = (u,w) + (v, w),

die Kommutativitat
(w,v) = (v, u),

die Homogenitét
{aw,v) = a(y,v)

fiir alle Vektoren u, v, w € R™ und a € R sowie die positive Definitheit
(w,u) >0

fiir alle uw € R™ mit u # 0. Insbesondere definiert

(uw,v)s = (u,v) = Zu@vz
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das Euklidische Skalarprodukt. Fiir einen Vektor u € R™ bezeichnet
l-|lv : R" >R
eine beliebige Vektornorm, fiir welche die Normaxiome gelten, das heifit die positive Defi-

nitheit
lul[y > 0 fiirallew € R", Jjully =0 genau dann, wenn u = 0,

die Homogenitiét
lau|ly = |of [|ul|y fur allew € R™ und « € R,
sowie die Dreiecksungleichung
lu+ vl < lullv + [lu]ly  fiir alle u, v € R™

Beispiele fiir Vektornormen sind die Euklidische Norm
. 1/2
k= ()
i=1

[ufloo = max |u
i=1,...,n

die Maximumnorm

sowie die Summennorm .
Jull = 3 ]
i=1

Nach Definition ist .
lul3 =Y u? = (wu) firalleu € R
i=1

und es gilt die Cauchy—Schwarz—Ungleichung

n n 2 ;o 1/2
(w,0) = Y uw; < (Zu2> (Z?ﬁ) = llull2/lzll2 (3.1)
i=1 i=1 i=1

fiir alle u,v € R™.

Zwei Vektornormen || - ||y; und || - ||y, heilen zueinander &quivalent, wenn unabhéngig von
u € R™ zwei positive Konstanten ¢; und ¢y existieren, so dafl die Aquivalenzungleichungen

allullvy < flulle < coflufly,  fir alle w € R (3.2)

erfiillt sind. Die Aquivalenzungleichungen sind scharf, wenn im allgemeinen unterschiedliche
Vektoren u € R" existieren, fiir die in (3.2) jeweils die Gleichheit gilt.
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Lemma 3.1. Fiir beliebiges u € R™ gelten die Aquivalenzungleichungen

IN

n{|ulloo,

Vi |[ulleo,

lully < flully < Volulls.

[ulloe < lullx

IN
IN

lufloe < [lull2

Alle Abschditzungen sind scharf.

Beweis: Zunichst ist
n
lullo = max Ju;| <> fui| = ul,
i=1,....,n P

wobei die Gleichheit zum Beispiel fiir u = (1,0,...,0)" angenommen wird. Fiir die Ab-
schétzung in umgekehrter Richtung folgt

n
luly = > fwl < n max |w] = nllufu.
i=1,...,n
i=1
Diese ist scharf zum Beispiel fiir u = (1,...,1)".
Die Aquivalenz zwischen Maximumnorm || - [ und Euklidischer Norm || - || folgt analog,
das heift
2 n
e = (e ful) = ol < 3l = [l
i=1,...,n i=1,...,n -
i=1
sowie

2 12 12 2
fulf = D lel® < o of? = n
Gleichheit gilt beispielsweise fiir u = (1,0,...,0)" sowie fiir u = (1,...,1)".
Die Kombination der bereits gezeigten Ungleichungen ergibt fiir die Aquivalenz der Eukli-
dischen Norm || - ||z zur Summennorm || - ||; die Ungleichungen

1
—lully < Hlulls < Vi lull (3.3)

Da aber in den einzelnen Aquivalenzungleichungen die Gleichheit jeweils fiir unterschiedli-
che Vektoren u € R™ angenommen wird, sind die resultierenden Aquivalenzungleichungen
(3.3) nicht scharf und daher nicht optimal.

Mit der Cauchy—Schwarz—Ungleichung (3.1) folgt

n n n 1/2 n 1/2
lulhy =D lusl = (1 Jul) < (Z 12) (Z\u#) = Vnllullz.

i=1 i=1 i=1
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Diese ist scharf fiir u = (1,...,1)". Andererseits ist
n n 2
lully = D uif® < (ZW) = |lully
i=1 i=1
mit Gleichheit fiir u = (1,0,...,0)". [ |

Sei B € R™ ™ eine beliebig gegebene Matrix mit Eintrigen Bk, (] = by, € R fiir k =
1,....omund £=1,...,n. Mit
|-l @ R™" =R

wird eine beliebige Matrixnorm bezeichnet. Beispiele fiir Matrixnormen sind die Zeilen-
summennorm

n
[Bllo = k—laXmZ D]
/=1

=1,..

die Spaltensummennorm
m
IBlly == max > |byl
(=1,....,n
k=1

sowie die Frobenius-Norm (Hilbert—Schmidt-Norm)

1Bl = (izb)/

k=1 (=1
Fiir eine sowohl in R™ als auch in R™ gegebene Vektornorm || - ||y kann durch
| Bzllv
| B|lx = sup

0£z€R™, BxeR™ Hi”v

stets eine induzierte Matrixnorm definiert werden. Insbesondere induziert die FEuklidische
Vektornorm die Euklidische Matrixnorm

B
1Bl = sup 1D2,
0#£z€R? lz]]2

Lemma 3.2. Die Zeilensummennorm ||B|s wird durch die Mazimumnorm ||z| s indu-
ziert.

Beweis: Fiir die Maximumnorm von Bx € R™ fiir einen beliebigen Vektor x € R™ ergibt

sich
n
E brexy
=1

|Balle = max
k=1,...m

n
<zl max S el
T =1
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Fiir alle z € R™ mit ||z||oo # 0 ist somit

1Bzl s zn]bm — 1B
= - 00

2 e

woraus
| B|oo

0#z€R™ Hi”oo

< [[Bll

folgt. Fiir den Nachweis der umgekehrten Ungleichung bezeichne k¢ den Index, fiir welchen
die Zeilensummennorm angenommen wird, das heifit

n n
IBllo = max > " [bre = > [broel -
k=1,...m
/=1 /=1

Sei z € R™ definiert durch

bieot

fir bkof ?é O,

7, = 4 bl
1 fir bkof =0

und ¢ = 1,...,n. Nach Konstruktion ist ||Z||oc = 1. Dann ergibt sich

n n n
HBiHoo:k{I}aXm\Zbszﬂ > ) biy@ol = Y |brgel = [1B]loos
ST =1 =1 =1

und wegen ||Z]|s = 1 folgt

Bzl | Bz|o

1Bllee < 5=
B [

< Bl
0#z€R™ ”&Hoo

und somit die Gleichheit. [ |

Lemma 3.3. Die Spaltensummennorm ||B||1 wird durch die Summennorm ||z||y induziert.

Beweis: Fiir die Summennorm von Bz € R™ ergibt sich

Zbkzxe < ZZV)M‘ | ]

/=1 k=1 ¢=1

m

1Bzl = 3

k=1

m n
< ( max Z |bkg|> Z lze| = || Bl1 ||z]]1
(=1,....,n
k=1 =1

fir alle z € R”, und fiir ||z||; # 0 folgt

| Bz|)1
sup

< |IBJlx-
0#zER" ||£||1
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Sei nun /y der Index, fiir den die Spaltensummennorm angenommen wird,

m m
1Bl = max > [brel = > [brey|
{=1,...,m
k=1 k=1

und sei Z = (014y, - - -, Ong,) | mit ||Z||; = 1. Hierbei bezeichnet
1 firk =1/,
Ope = 3}
0 firk#/

das Kroneckersymbol. Dann folgt

1Bl = > lbwes| = Z
k=1

k=1

1Bzl 1Bzl

[ P o;@ew {4

Z brey

/=1

= ”B ”1 =

und somit insgesamt die Behauptung

B
1By = sup 1Bl
o Tzl

Eine Matrixnorm ||- || s heit kompatibel beziehungsweise vertriglich zur Vektornorm ||- ||y,
wenn fiir beliebige Matrizen B € R™*" und beliebige Vektoren x € R™ die Ungleichung

[1Bzllv < |[Bllalzllv
gilt. Fiir eine durch eine Vektornorm || - ||y induzierte Matrixnorm || - ||ps folgt

IBllv _ [IBzllv

|Blla = sup > fir alle z € R™, ||z||v # 0,
ozzern |]lv v
das heiit eine induzierte Matrixnorm || - || ist stets vertrdglich zu der sie erzeugenden
Vektornorm || - ||y. Ist eine Matrixnorm || - ||5; durch eine Vektornorm || - ||y induziert, so

ergibt sich fiir die Norm der Einheitsmatrix I € R"*"

I
orwerr [lZllv  ozaern lzllv
Abschliefiend soll ein Beispiel einer zu einer Vektornorm || - ||y vertrdglichen Matrixnorm

|| - [[ar betrachtet werden, die durch keine Vektornorm induziert wird.

Beispiel 3.1. Sei zundchst m = n. Fiir die Finheitsmatric I € R™"™ qilt dann in der
Frobenius—Norm ||I||p = v/n, dies steht aber fir n > 1 im Widerspruch zu ||I||p = 1 fir
eine induzierte Matriz—Norm || - ||ar. Deshalb kann die Frobenius—Norm ||A||p durch keine
Vektornorm ||z||y induziert sein.
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Fir B € R™™ folgt andererseits mit der Cauchy—Schwarz—Ungleichung (3.1)

m n 2 m n n
Bafft = 3° (z b) s (z b> (z) 1B
k=1 /=1

k=1 \ (=1 =1
und somit die Vertraglichkeit der Frobenius—-Norm ||B||p zur Euklidischen Vektornorm

][

Eine invertierbare Matrix V' € R™*" (beziehungsweise U € R™*™) heifit orthogonal, wenn
ihre inverse Matrix V! durch die transponierte Matrix V' gegeben ist, das heifit

VIV =VvVI =L, eR™ U'U=UU" = I, € R™™.
Wegen
Izl = (z,2): = V. Va,2) = (Va,Va), = ||[Valf;
=1
fiir beliebige Vektoren x € R™ folgt mit der Substitution x = Vz

ozzern ||zl oge=viern [[Vzllz  ogzern |22
Analog ergibt sich
Bx UBz
1Bllo = sup 1Bl _ g 0Bl
ozzern ||zl ozaere 2|2

Insgesamt gilt also fiir eine beliebige Matrix B € R™*" und orthogonale Matrizen V' € R™*"
beziehungsweise U € R™*™ die Gleichheit

|Bllz = [|[UBl2 = [[BV]2 = |UBV][2, (3-4)

das heifit die Euklidische Matrixnorm || B||5 ist invariant beziiglich orthogonaler Transfor-
mationen.
Fir ¢ =1,...,n bezeichne b* = (be)ir, die Spaltenvektoren der Matrix B € R™*" mit der
Euklidischen Vektornorm .
16915 = > b
k=1

Damit ergibt sich fiir die Frobenius—Norm der Matrix B die Darstellung
IBIG = > > bk = DI
k=1 =1 =1

Andererseits gilt fiir das Matrixprodukt UB mit einer orthogonalen Matrix U € R"™*™

UB = (Ub',...,UY").
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Aus der Invarianz der Euklidischen Vektornorm ergibt sich in der Frobenius-Norm

WUBE =Y U5 = > K15 = 1BI7
(=1 /=1

und somit

IUB||r = [|B||r.

Damit folgt auch, jeweils durch Ubergang zur transponierten Matrix, fiir eine orthogonale
Matrix V' € R™**"

1Blp = 1B lr = IV B'llr = I(V'B") llr = |BV].

Insgesamt gilt fiir eine beliebige Matrix B € R™*" und orthogonale Matrizen V' € R™*"
und U € R™*™ die Gleichheit

1Bl = IUB|lr = ||BV]r = [UBV|F, (3.5)

das heifit die Invarianz der Frobenius-Norm beziiglich orthogonaler Transformationen.

Ist eine quadratische Matrix A € R"*™ invertierbar, so definiert

kar(A) = Al | A7 (3.6)
die Konditionszahl beziiglich der Matrixnorm || - ||5;. Insbesondere bezeichnet
ra(A) = [[Afl2]| A7 (3.7)

die spektrale Konditionszahl. Eine Matrix A € R"*" (beziehungsweise die Familie von Ma-
trizen A € R™™ fiir verschiedene n € N) heifit schlecht konditioniert, wenn ihre spektrale
Konditionszahl k9(A) proportional zur Dimension n anwéchst.

3.2 Eigenwerte und Singulirwerte

Eine komplexe Zahl A(A) € C heifit Eigenwert der quadratischen Matrix A € R™*", wenn
das lineare Gleichungssystem

Az = MNA)z (3.8)

eine nicht triviale Losung € R™ mit ||z||y > 0 besitzt. Diese heifit Eigenvektor zum
Eigenwert A(A). Als notwendige Bedingung fiir die Existenz nichttrivialer Losungen von
(3.8) ergeben sich die p voneinander verschiedenen Eigenwerte A\, (A) fir k=1,...,u<n
als Nullstellen des charakteristischen Polynoms

p(A) = det(A = M) = (A (A) = )™ .. (Au(A) = )™ = TJOw(A) = N
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Die Potenzen «ay, € N beschreiben die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes \;(A), und

es gilt
“w
Z()ék =n.
k=1

Durch Koeffizientenvergleich des charakteristischen Polynoms folgen

I

spur(A) = Zaii = Zak)\k(A), det(A) = H[)\k(A)]a’“.

k=1

Da ein Eigenwert A\r(A) Nullstelle des charakteristischen Polynoms det(A — A1) ist, so ist

auch sein konjugiert komplexer Wert A\x(A) Nullstelle und somit Eigenwert von A. Wegen
det(A — M) = det(AT — M) sind diese auch Eigenwerte der transponierten Matrix A'.
Die zum Eigenwert A\;(A) gehorenden Eigenvektoren bilden einen linearen Teilraum,

LAR(A) ={z e R" : Az = Ne(A)z}, B = dimL(Ax(A)),

dessen Dimension [ die Anzahl der linear unabhingigen Eigenvektoren zum Eigenwert
A (A) angibt. Diese heifit geometrische Vielfachheit des Eigenwerts Ay (A).
Durch

wird schlieSlich der Spektralradius der Matrix A definiert.

Fiir symmetrische Matrizen A = AT € R™" sind die Eigenwerte \y(A) fir k = 1,...,n
reell und die zugehérigen Eigenvektoren {v*}?_; bilden eine Orthonormalbasis mit

(V¥ 0") = 6 fiirallek,{=1,... n.

Ein beliebiges Element z € R"™ kann deshalb durch

z =) &b mit& = (z,0%) (3.9)
k=1
dargestellt werden, und es gilt
Izl = (z.2) = O &*)> &) = &) =) &
k=1 =1 k=1 £=1 k=1
sowie
(Az, z) = Erée(Au”, ) = GEA(A) (", 0) = D (A
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Eine symmetrische Matrix A = AT € R™™ heiit positiv definit, falls alle Eigenwerte A (A)
positiv sind. In diesem Fall folgt

(Az,2) ZAk & > min ()D€ = min M(A) [

goeey =1,..

fiir alle x € R™. Weiterhin kann der Rayleigh-Quotient durch die extremalen Eigenwerte
von A abgeschitzt werden, das heifit fiir alle x € R™ mit ||z||y > 0 gilt

(Az, z)
i, WA < T S e )
Damit folgt
)\min(A) = min (AE’ £)7 )\maX(A) = Inax (AE’E)

0£zeR” (1, T)

Gelten die Spektraldquivalenzungleichungen
it (z,2) < (Az,z) < ¢ (z,z) (3.10)
fiir alle z € R"™ mit positiven Konstanten ¢it und ¢4, so folgt

6114 < )\mln(A) S )\max<A> S 01247

das heifit, die Konstanten ci' und ¢4 sind untere beziehungsweise obere Schranken der
extremalen Eigenwerte der positiv definiten Matrix A.
Fiir eine symmetrische und positiv definite Matrix A € R™*" kann durch

(u,v)a = (Au,v) = (u, Av) : R" xR" - R (3.11)

das A—energetische Skalarprodukt erklart werden. Die durch dieses Skalarprodukt indu-
zierte Vektornorm
lalla = [(a,2)a]? = (Az,z)"? (3.12)

wird als A—energetische Vektornorm bezeichnet.
Die durch die Eigenvektoren von A = AT € R™*" gebildete Matrix

V = (v,...,0") € R
ist orthogonal, und es gilt
AV = (Ayl, . ,Ay") = (Al(A)yl, . )\n(A)y”) =VD
mit der durch die Eigenwerte von A definierten Diagonalmatrix

D = diag (M\x(4))r_,
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Multiplikation mit VT von links ergibt wegen der Orthogonalitit der Eigenvektoren
VIAV = D (3.13)

beziehungsweise durch die Multiplikation mit V" von rechts folgt die bekannte Faktorisie-
rung der Matrix A,

A=VDVT =) N4 (3.14)
k=1

Die Darstellung (3.14) ist einerseits Grundlage fiir die Definition einer Niedrig-Rang Ap-
proximation von A, andererseits ermoglicht sie die symmetrische Vorkonditionierung eines
linearen Gleichungssystems Az = f zur Verbesserung der spektralen Konditionszahl der
vorkonditionierten Systemmatrix. Hierzu wird die Wurzel einer symmetrischen und positiv
definiten Matrix A benétigt: Fiir positive Eigenwerte Ay(A) > 0, k = 1,...,n, kann die
Diagonalmatrix
DY? = diag( Ak(A)>

k=1

und somit die symmetrische und positiv definite Matrix

AY? = ypYryT (3.15)
erkldrt werden. Nach Konstruktion gilt

AV2AV2 — yDV2YyTYy DV2yT = vDVT = A
— 1

Entsprechend kann

A71/2 — <A1/2)71 — ‘/1)71/2‘/'T7 D71/2 — dlag 1

Ael(A) /)y
definiert werden. Mit der Transformation z = A~/2z folgt aus den Spektraliquivalenzun-
gleichungen (3.10) auch die Giiltigkeit der Spektraldquivalenzungleichungen

iA(&é) < (A7'z2) < iA(z,z) (3.16)
c cq
fiir alle z € R™.

Der Rang einer Matrix A beschreibt die Anzahl der linear unabhéngigen Zeilen bezie-
hungsweise Spalten von A. Die Darstellung (3.14) zeigt, dal der Rang einer symmetrischen
Matrix A € R™™ mit der Anzahl der nicht verschwindenden Eigenwerte zusammenfillt,

das heifit es gilt
rangA

k=1
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falls eine entsprechende Nummerierung der Eigenwerte mit A\;(A) = 0 fiir & > rangA
vorausgesetzt wird.
Aus der Norminvarianz (3.4) folgt schliefllich

1Al = [VDVT ]y = [ID]l2 = max [Ay(A)] = o(A),

.....

beziehungsweise gilt mit der Invarianz (3.5) der Frobenius-Norm

n

1Alle = VDV e = [Dllr = | > k(A2

k=1
Ist die Matrix A invertierbar, so sind die Eigenwerte der Inversen A~! durch
A(ATH) = (A)]

gegeben. Ist A zusétzlich symmetrisch und positiv definit, so folgt fiir die spektrale Kon-
ditionszahl

_ _ k=1,...n
ra(A) = [[All2[[A ]2 = o(A)o(A™) = — =

.....

Bei den obigen Uberlegungen wurden Matrizen A € R™*" betrachtet. Sei nun B € R™*"
eine beliebig gegebene Matrix mit rang B < min{m,n}. Dann definiert A := B"B € R™"
eine symmetrische Matrix mit rang A < min{m, n} und n reellen Eigenwerten

Mo(A) = M\ (B B)

sowie einem zugehodrigen orthonormalen System {v*}?_, von Eigenvektoren. Dieses bildet
eine Basis des R", so dafl jedes Element z € R™ wie in (3.9) dargestellt werden kann,

T = o mit & = (z,0").
D¢ & = (,
k=1

Wegen
0 < |Bz|3 = (Bz,Bz) = (B'Bz,z) = (Az,x)

n

= D > Gt ) = YD GEMA) ) = Y A G

k=1 (=1 k=1 (=1 k=1

folgt \i(A) > 0 fur alle £ = 1,...,n. Ohne Einschrdnkung der Allgemeinheit gelte Ap(A) >
0 fir alle k = 1,...,p = rang A < min{m,n} und A\;(A) =0 fir k = p+1,...,n. Nach
(3.13) gilt die Faktorisierung

VIAV = VIB'BV = D = diag (A(A)),_, - (3.17)



84 3. Vektoren und Matrizen

Wegen A\ (A) > 0 fiir k = 1,...,min{m, n} existieren die Singuldrwerte

orn(B) = V/M(A) = VM(BTB) >0 fiir k=1,..., min{m,n}.

Insbesondere gilt o (B) > 0 fir £ = 1,...,u < min{m,n}. Die Singuldrwerte definieren
eine Diagonalmatrix

Y = diag (ox(B))n ™ ¢ Rmxn (3.18)
und es gilt
D =3x"YeR™".
Wird durch .
01 (B)
¥t = ! e R (3.19)
ou(B)

die Pseudoinverse zu X definiert, das heif3t
Z+Z _ ( [,u 0 ) eRan’

dann folgt aus der Faktorisierung (3.17) durch Multiplikation mit der Pseudoinversen ¥+ T

von links
STTVIBTBY = £ e R™

beziehungsweise
U'BV =% (3.20)
mit
U = BVt e R™*™,
Wegen
UTU — E+’TVTBTBVTE+ — E+’TDE+ — < IM 0 ) c RMxm

ist U die Pseudoinverse zu U. Damit folgt aus (3.20) die Singuldrwertzerlegung von
B € Rmxn,

o
B=UsV' =) ou(Bufv"" (3.21)
k=1

das heifit y© = rang B beschreibt die Anzahl der nicht verschwindenden Singulérwerte von
B. Aus der Invarianz (3.4) der Euklidischen Matrixnorm folgt schlieBlich

1Bl = IUSV [l = |Z]l2 = Jmax ox(B) = max /A(B'B)=+/e(B'B)

----- k=1,...p
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beziehungsweise ist mit der Invarianz (3.5) der Frobenius-Norm

IBlle = [USVT e = [E]le = 4| > _low(B)2

k=1

Multiplikation der Gleichung (3.20) von rechts mit V" und Ubergang zur Transponierten
ergibt
B'U =Vx%

und somit folgt durch Vergleich der Spaltenvektoren
B'u, = o1(B)v, fiirk=1,... min{m,n}.
Multiplikation der Gleichung (3.20) von links mit U liefert
BV =UX

und somit
By, = ox(B)y, firk=1,..., min{m,n}.
3.3 Orthogonalisierung von Vektorsystemen

Fiir m € N mit m < n heifit ein System! {w*}}"-;' von m nicht verschwindenden Vektoren
wk € R", das heifit es gilt [|w”||yy > 0, linear unabhiingig, wenn die Gleichheit

3

apw® =0
0

B
Il

nur fiir die triviale Losung
aO:...:ak:...:am_lzo

erfiillt ist. Die Vektoren {w*};"~' heifien zueinander orthogonal beziiglich dem Skalarpro-
dukt (-, ), falls

(wh,w" =0 firalek,(=0,...,m—1undk #¢
gilt, und orthonormal, wenn
(W, w*) = 6 fiirallek, 0 =0,...,m—1

erfiillt ist. Fiir m = n heifit das System {wk}z;é von n linear unabhéngigen Vektoren
Basis des R", das heifit ein beliebiges Element u € R™ kann als Linearkombination der
Basisvektoren {w*}7Z) dargestellt werden.

Tm Hinblick auf die spiiter beschriebenen Iterationsverfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme
werden Vektorsysteme {w*}/Z} stets von k = 0,...,n — 1 indiziert.
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Beispiel 3.2. Die Einheitsvektoren
Qk = ((5(]94_1)]‘)?:1 f'U,T’ k= 0, e, = 1

bilden eine Basis des R™. Diese wird als kanonische Basis bezeichnet. Die Einheitsvektoren
e¥ sind orthonormal beziiglich dem FEuklidischen Skalarprodukt, und fiir einen beliebigen
Vektor uw = (uy,...,u,)" € R™ gilt die Darstellung

Gegeben sei jetzt eine beliebige Basis {wk}z;é des R", gesucht ist eine beziiglich dem
n—1

Skalarprodukt (-, -) orthogonale Basis {p*};—; mit
(' ph) =0 firk,(=0,....n—1und k # (.

Diese kann durch das Gram—Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren wie folgt konstru-
iert werden:

Setze
1’_90 — 0.
Fir £k =0,...,n — 2 berechne
k k+1 ¢
k+1 k+1 ¢ (W™, p%)
pri=wt =y Bup, Bu=
P ; I (", pPY

Algorithmus 1.1: Orthogonalisierungsverfahren nach Gram—Schmidt.

Lemma 3.4. Sei {wk}z;é ein System linear unabhdngiger Vektoren. Dann ist das durch
das Gram—Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren (Algorithmus 1.1) erzeugte Vektor-
system {Qk}z;é orthogonal, das heifit es gilt

W) =0 firk,t=0,....n—1, k#/(
und
(p,p*) > 0 firk=0,....n—1.
0

Beweis: Der Nachweis erfolgt durch vollstéandige Induktion nach k. Fiir k = 0 ist ]_90 =w
und es gilt (p°,p°) > 0. Dann ist p' durch

1,0
1 1 0 <w D >
p=w —fwp, P =
P 10P 10 )
wohldefiniert, und die Orthogonalitét folgt aus
(w',p%

<£17BO> — <w1 _ﬁ10£07£0> — <w1’£0> _ =
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Zu zeigen bleibt (]21, ]_91) > 0. Dieser Nachweis erfolgt indirekt, das heifit aus der Annahme
(Ql,gl) = 0 folgt

o

U= 2_71 = w' — 5102_70 = w' — 510&0

im Widerspruch zur linearen Unabhiingigkeit der Vektoren w® und w!.
Fiir £ = 1 gelten somit die Induktionsvoraussetzungen

(' p') =0 firallel,j=0,...,kmit ¢ #j

und
®Lp") >0 firallel=0,... k.

Aus der Induktionsvoraussetzung fiir £ € N folgt durch Einsetzen der Koeflizienten fy; fiir
den Induktionsschritt k£ + 1 die Orthogonalitét

k
<Bk+17£j> = <wk+17£j> _ZBKK<B£7£]> = <wk+17£j> _Bk]<]_?]7£]> =0
(=0
fiir j =0,..., k. Zu zeigen bleibt (p**!, p"**) > 0. Nach Konstruktion gilt
p‘ €span{u’,...,w'} firallel=0,...,k+1.

Die Annahme ]_Dk“ = 0 fithrt dann wegen

k k ¢
0 =p" =" =" Bup’ = W =D B Y g
(=0 =0 =0
zum Widerspruch zur Voraussetzung der linearen Unabhingigkeit des Vektorsystems {w* }i}i&
Damit ist Algorithmus 1.1 wohldefiniert. ]

Sei A € R™*™ eine invertierbare Matrix mit rang A = n. Dann bilden die Spaltenvektoren

von A,
A = (Ql’”.’gn) ERan’

ein linear unabhingiges Vektorsystem {a*}?_,. Die Anwendung des Orthogonalisierungs-
verfahrens nach Gram—Schmidt beziiglich dem Euklidischen Skalarprodukt und bei gleich-
zeitiger Normierung,

1
kagk— (ak vﬁ)y{ yk:WQk fﬁrk:]_,...,n,
U2

liefert fiir die Spaltenvektoren von A die Darstellung

k—1
ab = [|0F[la0" + ) (d¥ )" fiirk=1,... n.
=1



88 3. Vektoren und Matrizen

In Matrixschreibweise lautet diese
A=QR (3.22)
mit
Q= (v'...,v") eR™™ Q'Q=1I,

und der durch
(a0t firl=1,...,k—1,

Rl(,k] = ¢ ||8¥,  fir £ =k,
0 fird=k+1,...,n.
fir £ = 1,...,n definierten oberen Dreiecksmatrix R. Durch das Orthogonalisierungs-

verfahren von Gram—Schmidt kann also die QR—Zerlegung (3.22) einer reguldren Matrix
A € R™ ™ berechnet werden.

Wird ein gegebenes linear unabhéngiges Vektorsystem {we}?;ol beziiglich dem A—energe-
tischen Skalarprodukt (3.11) orthogonalisiert, so nennt man das resultierende Vektorsystem
{]_oz}?;ol A—orthogonal beziehungsweise konjugiert, das heifit es gilt

(", p)a = (Ap°.p) = (P, Ap") = 0 fiwk # L.



