Kapitel 4

Lineare Gleichungssysteme

Zu bestimmen sind die Losungsvektoren x € R™ einer Familie von linearen Gleichungs-
systemen

Az =f (4.1)

mit reguldren, d.h. invertierbaren, Matrizen A € R"*". Die Dimension n widerspiegelt in
der Regel einen bei der Approximation auftretenden Diskretisierungsparameter, so daf§ der
Fall n — oo von Interesse ist.

Die Losungsverfahren kénnen in zwei Klassen eingeteilt werden. Die direkten Verfahren wie
zum Beispiel das Gaufische Eliminationsverfahren oder die LU-Zerlegung liefern bis auf
Rundungsfehler die exakte Losung des linearen Gleichungssystems. Der Aufwand hierfiir
betrigt im allgemeinen jedoch O(n?) wesentliche Operationen, d.h. Multiplikationen bzw.
Divisionen: eine Verdoppelung der Freiheitsgrade n verachtfacht die notwendige Rechenzeit
zur Losung.

In vielen Anwendungen resultiert das lineare Gleichungssystem jedoch aus einer Approxi-
mationsmethode zur ndherungsweisen Losung eines mathematischen Modells. Der Losungs-
vektor beschreibt also eine bereits fehlerbehaftete Naherungslosung. Damit ist es in der Re-
gel ausreichend, auch die Losung des linearen Gleichungssystems mittels eines Iterations-
verfahrens nur mit einer hinreichenden Genauigkeit zu berechnen. Zu den klassischen sta-
tiondren Iterationsverfahren gehoren das Jacobi—Verfahren (Gesamtschrittverfahren) und
das Gauss—Seidel Verfahren (Einzelschrittverfahren) sowie die daraus resultierenden Rela-
xationsverfahren. Fiir den Fall einer symmetrischen und positiv definiten Systemmatrix A
soll hier das Verfahren konjugierter Gradienten (CG) behandelt werden, wahrend fiir den

allgemeinen Fall einer reguldren Matrix A das Verfahren des verallgemeinerten minimalen
Residuums (GMRES) betrachtet wird.

Fiir weiterfiihrende Betrachtungen zu effizienten Losungsverfahren fiir lineare Gleichungs-
systeme sei hier auf entsprechende weiterfithrende Vorlesungen bzw. Literatur verwiesen,
siche zum Beispiel [4, 9, 14].
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4.1 Direkte Losungsverfahren

Ist die Matrix A durch eine regulére obere (oder untere) Dreiecksmatrix gegeben, d.h.
a;; = 0 fiir j <4, und a;; # 0 fiir ¢ = 1, ..., n, so ergibt sich die Losung unmittelbar durch
riickwértiges Einsetzen,

n

1
Ti = a_n' [fz - Z Qij g

j=i+1

firti=n,n—1,...,1.

Fiir eine allgemein gegebene regulire Matrix A soll diese zunéichst auf obere Dreiecksgestalt
transformiert werden. Ausgehend von der ersten Gleichung,

a1121 + a12T2 + ... + ATy = fl,
sollen alle weiteren Gleichungen, d.h. fiir j =2,...,n,
121 + ajos + ...+ Ty, = f;,

so transformiert werden, so dass der Koeffizient vor x; zu Null transformiert wird. Offenbar
muss hierfiir das %ffache der ersten Gleichung von der j—ten Gleichung abgezogen werden,
wobei ohne Einschriankung der Allgemeinheit aq; # 0 vorausgesetzt wird. Dies ergibt, fiir
7=2,...,n,

ajl

a1 (075} (075}
J J J
(ajl — —a11>x1 + (Cljz — —012)932 + ...+ (a'jn — ——ai, )T, = fi — — f1,
a11 a1 a11 a11
d.h.,
aj2x2+...+ajnxn:fj furj:2,,n
Dabei sind
A al A al
. J o _ o j
Qi = Q) — — A1k furk—2,...,n, fj = fj——fl,
a1 a1

welche mit a;; und f; identifiziert werden kénnen, d.h. es entsteht kein zusétzlicher Speicher-
bedarf zur Beschreibung der transformierten Gleichungen. Eine rekursive Anwendung fiir
die Transformation der verbleibenden Spalten, d.h. fiir 7+ = 2,...,n — 1, und Auflésung
des resultierenden linearen Gleichungssystems ergibt das in Algorithmus 4.1 angegebene
Gaufsche Eliminationsverfahren. Hierbei wird vorausgesetzt, dafl das jeweilige Diagonalele-
ment a;; von Null verschieden ist; andernfalls kann eine Pivotisierung durchgefiihrt werden,
d.h. eine geignete Vertauschung der Freiheitsgrade x;, so dal a;; das betragsmiflig grofite
Element der i-ten Zeile ist.
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Fori=1,...,n—1do
Forj=i+1,...,ndo

a..
o=
Qii
Fork=1+,...,ndo
Ak = Qjf — Ok
fi=1f—af;
fn
Ty 1= ——
Fori=n—-1,...,1do
a:=0

Forj=i+1,...,ndo
Q=+ a;x;
1
z; = —[fi — a

i

Algorithmus 4.1: Gauflsches Eliminationsverfahren ohne Pivotisierung.

Zur Abschétzung des Rechenaufwandes werden die wesentlichen Rechenoperationen, d.h.
Multiplikationen und Divisionen, gezéhlt. Fiir die Erstellung der oberen Dreiecksmatrix
ergibt dies

2:}: 1+§:1+1 = i:zzm+3—@::§jn+3—om—ﬂ

n—1

= Zn — (2n+ 3)i + ]
i=1

:7ﬁn—U—@n+@5n—ﬂn+%n—ﬂﬂ%n—w+w
::%mn—nm—m

1 3 2
= 3n + O(n?),

wéhrend fiir das Riickwértseinsetzen zur Losung des transformierten Gelichungssystems

1+§:[§:1+1

—1
1 1 1
= E n+1—i)=1+n+1)n-1)—-znn—-1)==n*+=n
=i+1 =1

2 2 2

folgt. Die Transformation auf obere Dreiecksgestalt ist also von kubischer Komplexitét,
wahrend die Losung des Gleichungssystems nur einen quadratischen Aufwand erfordert.
Im Folgenden soll dieser Losungsansatz so umgeschrieben werden, der die Losung von (4.1)
fiir viele rechte Seiten f ermdglicht, aber nur die einmalige Transformation der Matrix A
erfordert.
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Der erste Schritt des Gauschen Eliminationsverfahrens kann geschrieben werden als Matrix—
Matrix Produkt

100

0 11 A2 aiz -+ Qin a;i; a2 aiz - Aip
_% Lo -0 Q21 Q2 Q23 -+ Q2p 0 Gz G -+ agp
= 01 -0 ast Gz asz - azn [ = | 0 as asy - as, |
_% O O 1 Ap1 Ap2 Ap3 - Qpp 0 &n2 dn?) &nn
bzw. als
LlA:Al
mit
1 00 0 1 0 0 - 0 0 00 0
- 1 - 0 010 ---0 e 00 -0
L, = —% o1 ---0 — 001 ---0 _ Z—i 00 ---0
—i 00 --- 1 Oo0¢0 --- 1 a1 ) 0 -.-- 0
ail all
1 0 0 - 0 0
010 - 0 %
— o001 0| | @& (100 -O)-I—alblT
000 ---1 dn1

all

Die Transformation der ersten Spalte von A entspricht also der Multiplikation von A mit
einer Elementarmatrix Ly = [ —QIQIT, d.h. einer Rang 1 Storung der Einheitsmatrix. Durch
rekursive Anwendung ergibt sich die obere Dreiecksmatrix

R:=(I—- Qn—lé;lz——l) (I = sz;)(f - QlélT)A-
Fiir die Berechnung der Inversen von
L=1-ab'

mit dem Ansatz
Lt'=T+aab"

ergibt sich
L7'L = (I+aab )(I—ab")
= I+aab —ab +aab'ab’

b
— I+ [oz(l—l—QTg)—l ab’ =1
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fiir
1

o= —-,
1+b'a

Diese Invertierungsformel ist als Sherman—Morrison Formel bekannt. Wegen

bla# -1

0
as

[~

Qfglz(l 00 - 0) % _ 0

SRS
= =

S)
-

ani
ail

folgt
Li'=T+ab,
und somit
A= (I+ leD(I + Q2Q;) (I Qn—lQZ—l)R = LR,
mit

L=(I +21Q1T)(I +Q2Q;—> (I +gn_1bl_1)-

Beispiel 4.1. Gegeben sei die Matrix

210
A= 1 4 1 |,
01 2
fiir welche sich
1 00
Ly=| -3 10
0 01
ergibt. Dann ist
1 00 210 210
Al=LiA=| -1 10 141 |={0721],
0 01 01 2 01 2
woraus sich
1 0 0
Ly=10 1 0
0 —2 1
ergibt. Damit folgt
1 0 0 210 21 0
R=LA=(0 1 0 oI 1|=(02Z 1],
0 -2 1 01 2 00 2
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und

L=L"Ly' =

N =
O = O
—_ o O

95

100 100
010]={310
021 021

Das Gaufische Eliminationsverfahren beschreibt also eine Realisierung der bekannten LR
Zerlegung einer gegebenen reguldren Matrix A in das Produkt A = LR einer regulédren
unteren Dreiecksmatrix L, und einer reguliren oberen Dreicksmatrix R. Diese kann auch
durch einen geeigneten Ansatz realisiert werden, d.h. fiir A = LR ist

11 Ti2 T3 Tin
T2 Ta3 Ton
733 : )
1 T
min(z, j)

Z llkrk_]

Z lzk"rk] + Tij

Tij:aij_zlikrkj firi<j=1,...,n

1
11 Q1n logy 1
: : = | I I 1
QAp1 Qpn . :
lnl ln2
d.h.
n
Q5 = Zkrk_]
k=1
Fiir « < j ist dann
Q5 = Zkrk_]
k=1
und somit
i—1
k=1
Fiir ¢« > 5 ist
J
Ay = E likrkj =
k=1
und somit

1
i = — |a; —
J Tjj[ J

7—1

Z likrkj + lijrjj

k=1

j—1
E likrkj .
k=1

Dies ergibt die in Algorithmus 4.2 angegebene LR Zerlegung einer gegebenen reguldren
Matrix A. Wie beim Gaufschen Eliminationsverfahren konnen die Matrizen L und R mit
der Ausgangsmatrix A identifiziert werden, man beachte diag L = I.
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Forj=1,...,ndo

Fork=1,...,5—1do
Fori=k+1,...,7—1do
Qjj = Q5 — QA

Fork=1,...,5—1do
Fori=j,n
QAij = Q5 — Qi Qg
Fori=j4+1,ndo
CLZ'j
aij:—
Ajj

Algorithmus 4.2: LR Zerlegung ohne Pivotisierung.

Beispiel 4.2. Betrachtet wird wieder die Matriz

2 10 1 0 O 11 Ti2 T13
A=11 41 |=11ly 1 0 0 7rog 793
01 2 l31 132 1 0 0 33
Dann ergibt sich:
an=2=ry = =2,
ap=1=mr9 = rip=1,
az3=0=mr3 = riz=0,
ag = 1 =lyyri1 =2l = 121257
022=4=l217“12+7’22=§+7’22 = 7“22257
a3 =1 =loyriz+ 193 =193 = To3=1,
az1 = 0 =lIlz1r11 =2l31 = I3 =0,
7 2
a32=125317’12+l327“22=§l32 = l32=?,
12
33 = 2 = l317r13 + l39793 + 133 = ? +r33 = T3z= 77
d.h.
1 00 21 0
L={3 10|, R=(0} 1
021 00 2

Fiir die Losung eines linearen Gleichungssystems Az = f mit der Faktorisierung A = LR,
d.h. LRz = f, ergibt sich mit der Transformation z = Rz die Losung z aus
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Im Folgenden wird die Transformation einer gegebenen Matrix A auf Dreiecksgestalt unter
Verwendung orthogonaler Matrizen

betrachtet. Offensichtlich gilt

PP = (I — iv UT> <I — iny)

Weiters ist

und fiir w € R™ mit v"w = 0 folgt

Pw = (I— —vyT)wzw-

Ty LW
r = ———U w
T vl wlw
und somit . - - -
T T w v T w
Pr==—Pv+—Pu=—"—0v+-—="w,
v'y w'w v'v w'w

d.h. die Householder—Transformation P beschreibt eine Spiegelung von z an der durch den
Vektor v beschriebenen Ebene.

Fiir die Transformation einer gegebenen Matrix A auf obere Dreiecksgestalt betrachten
wir zunéchst die Transformation der ersten Spalte a von A auf ein Vielfaches des ersten
Einheitsvektors e, d.h.

2
PQ=<I— —uu )azag
v'v
Es ist .
v a
Pa=a—-2=—F—uv=uag,
vy
d.h.; v is proportional zu a — ae,
v'la
2—uv=a—ace
v'v
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gewihlt werden. Aus

2 T
ae = Pa = <[——'UQT>CL:Q—22—QQ

- B o™/ vio
v'a v'la v'la
= a—2—= |la—ae| = |l -2=—=—]a+2=—=ac
vl vl vl
folgt dann
2v'a=v"v
Mit
vy = (@T - agT) (@ — ae)
= a'a—ae'a—aa'et+a’e'e
= a'a—2aa; +a’
und

ergibt sich aus

schliesslich

und zur Vermeidung von Stellenausloschungen wird

o { —llallz  fiir ayy >0,

|al|2 fiir ap; < 0
gesetzt.
Beispiel 4.3. Betrachtet wird wieder die Matrix

mit
2
a = 1 ) ||Q||2 = \/ga a = _\/g
0
Dann ist

v=a—oe= 1 ;o vu=(2+V5)?+1=10+4V5,
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und
5 5 24++/5
P=T— 2yl = [—— 2 1 (2+ 51 o)
! vlo 10 + 45 0 V8
) 2+V5)? 2+V5 0
= J— 2++5 1 0
5+2V5 0 0 0

) 54+2V5—-(2+V5)?2 —2—-+/5 0
= —2-5 5425 -1 0
5+2V5 0 0 5+ 2v5

—4—-25 —2—-+/5 0

1
= —2—+5 4+25 0
5+2v5 0 0 5+2V5
Damit ergibt sich
) —4-2v5 —2—+/5 0 210
PA = 25 4+2V5 0 1 4 1
5+2v5 0 0 5+2V5 01 2
. —10-5v5 —12—-6v5 —2—+/5
= NG 0 14+7V5 4+2vV5 |.
5+2V5 0 5425 10 +4vV5

Auf die Konstruktion von Py soll an dieser Stelle verzichtet werden

Abschlieflend sollen die Givens—Rotationen

_ (> =B

(5 )
als orthogonale Transformationen betrachtet werden, d.h., aus
v [ a B a =B\ [ a?+p? 0
GG_(—ﬁ a)(ﬁ a)_< 0 a? + 52

ergibt sich die Forderung

A+ 5% =1.

Durch die Anwendung von G soll die zweite Komponente eines gegebenen Vektors zu Null

transformiert werden, d.h.
a —f x\ (X
B« y ) L0 /)

xr

Daraus folgt

br+ay =0, «
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Beispiel 4.4. Fir die Matrix

2 10
A= 1 4 1
01 2
betrachten wir zundchst
2 2 1
a= ) ,T:Q, :17 o= —, = T
o= (V) / s T
d.h.
1 2 1 0
Gi=—| -1 2 0
Vi\ 0 0 v
Damyat ist
1 2 1 0 210 1 5 6 1
GA=—1| -1 2 0 1 4 1 =— 1| 0 7 2
R NG 01 2 Vo g V5 2v5
Im zweiten Schritt betrachten wir
a—i<7) x—l =1 a—%——7 5———\/3
=2 \/3 \/5 ) \/ga y ) 5_54 \/5—47 \/5747

d.h.
L (VB 00
Go=—=1 0 7 V5.
VI 0 VB T
Damit ergibt sich
] Vi 00 5 6 1
R=GGiA = — 0 7 V5 0 7 2
V220\ 0 B 7 0 v 2v5
) 5v54 6v54 /b4
= — 0 54 24 )
v20\ 0 0 12V15
Somit folgt die Darstellung A = QR mit der orthogonalen Matriz
1 2 -1 0 V4 0
Q=G1G]=——[1 2 0 0 7 =5
v220\ o 0 V5 0 V& 7
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4.2 Stationire Iterationsverfahren

Fiir eine reguldre Matrix B € R™*™ und einen positiven reellen Parameter o € R ist die
Losung des linearen Gleichungssystems (4.1) dquivalent zur Losung der Fixpunktgleichung

z=z—aB (Az—f). (4.2)

Diese Darstellung motiviert das Iterationsverfahren

=" —aB N (AF - f) = I —aB'A)" +aB7'f, k=0,1,2,.... (4.3)

Dabei ist 2° € R" eine beliebig gewiihlte Startniherung . Die Konvergenz des Verfahrens
(4.3) der sukzessiven Approximation folgt aus dem Banachschen Fixpunktsatz:

Satz 4.1. Die Iterationsmatriz des Iterationsverfahrens (4.3) sei eine Kontraktion, das heifit
es qilt
Il —aB 'Ally < g<1 (4.4)

in einer zu einer Vektornorm || - ||y wvertriglichen Matriznorm || - ||y Dann konvergiert
das Iterationsverfahren (4.3) der sukzessiven Approzimation gegen die eindeutig bestimmte
Lisung x = A™Lf des linearen Gleichungssystems (4.1) und es gelten die a priori Fehler-
abschdtzung B

i s
127 —zlly < 77—’ = 2llv (4.5)
—q
sowie die a posteriori Fehlerabschdtzung
q
2" — x|y < T—g 2" — 2¥||y (4.6)

Beweis: Die Losung z = A" f des linearen Gleichungssystems (4.1) ist Losung der Fix-
punktgleichung (4.2). Dann folgt

2"t —zllvy = (I —aB™'A) (" — )|y
< 1= aB ' Allullz" —zllv < qllz® — zllv
und durch wiederholtes Anwenden ergibt sich

2" — x|y < ¢H2° —zlly =0 fiir k — oo

wegen g < 1 fiir jede beliebige Startniherung z° € R™.
Mit der Dreiecksungleichung

2"t —zllv < qllz® —zlv < q (|28 =2y + l2**" = z]lv)
folgt die a posteriori Fehlerabschitzung (4.6). Aus

2" — zllv < ¢" |2’ —z|lv
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und der a posteriori Fehlerabschiatzung fiir k = 0,

lz' — zfv < —2

1,0
Y _1_q||£ z”|v,

ergibt sich schlieBlich die a priori Fehlerabschéitzung (4.5). n
Eine beliebige regulire Matrix A € R™™" gestattet die Darstellung

A=L+D+R (4.7)

mit einer unteren Dreiecksmatrix L und einer oberen Dreiecksmatrix R,

0 0 a2 aiz -+ aip
az 0 0 as azp,
L = az; azg 0 , R = IR : ;
. O An—1n
Uy -+ o Gpyq O 0

sowie einer Diagonalmatrix

ann

Wegen der Invertierbarkeit von A kann ohne Einschrankung der Allgemeinheit die Invertier-
barkeit der Diagonalmatrix D vorausgesetzt werden. Dann ist das lineare Gleichungssystem
(4.1) dquivalent zu der Fixpunktgleichung

woraus das Jacobi—Verfahren (Gesamtschrittverfahren)

2t = D7Yf — (L + R)a"] = 2* — D7(Az" — f) (4.8)

folgt.

Sei 2° € R™ eine beliebig gegebene Startniherung.
Fir k=0,1,2,... berechne
b= Ak — f, o = (%, k) = ||IrF]3
Stoppe, wenn g, < €20y mit einer vorgegebenen Fehlergenauigkeit ¢
erreicht ist. Andernfalls berechne die neue Naherungslosung

1 i—1 n
k)-i-l o k k . .
;UZ- = a— fz_ E CLZ'jZL’j — E CLZ'jZL’j fU.I'Z— 1,...,n.
it =1 j=it+1

Algorithmus 4.3: Jacobi—Verfahren (Gesamtschrittverfahren).
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Satz 4.2. Fir die Matriz A sei das strenge Zeilensummenkriterium

erfiillt. Dann konvergiert das Jacobi—Verfahren (4.8) fiir jede beliebige Startniherung z°.

Beweis: In der zur Maximumnorm || - ||y = || - || vertriiglichen Zeilensummennorm
|- llar = || - |loo (vergleiche Lemma 3.2) folgt aus dem strengen Zeilensummenkriterium
fiir die Iterationsmatrix

7= D7 Al = mae 30 2 <
i=1,..., nj—l,j;ﬁi i
und somit nach Satz 4.1 die Konvergenz des Jacobi-Verfahrens (4.8). n

Ausgehend von der Zerlegung (4.7) ist das lineare Gleichungssystem (4.1) auch dquivalent
zu der Fixpunktgleichung

woraus das (vorwartige) Gaufi-Seidel-Verfahren (Einzelschrittverfahren)

2" = (D+L)7'[f - Ra"] = 2* — (D + L) [Az" — f] (4.9)

abgeleitet werden kann.

Sei 20 € R" eine beliebig gegebene Startnidherung.
Fir £k =0,1,2,... berechne
b= Aak — f, o = (" k) = |Ir¥|3
Stoppe, wenn g5, < £2gy mit einer vorgegebenen Fehlergenauigkeit e
erreicht ist. Andernfalls berechne die neue Néaherungslosung

1 i—1 n
[L’?—H = a— fz —_ E Cl,ijllﬁ'?-‘rl — E CLUZIZ'? fur Z = ]_, oo, n.
i =1 j=it+1

Algorithmus 4.4: vorwértiges GauB—Seidel-Verfahren (Einzelschrittverfahren).

Satz 4.3. Fir die Matrix A sei das strenge Zeilensummenkriterium wie in Satz 4.2 erfillt.
Dann konvergiert das Gaufi—Seidel-Verfahren (4.9) fiir jede beliebige Startnéiherung z°.

Beweis: [Fiir einen beliebig gegebenen Vektor y € R™ entspricht die Berechnung von
z=(D+ L)_lRy der Losung des linearen Gleichungssystems

(D+L)z = Ry.
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Dann ist
n
1
1= — § a15Y;j
a1y “—
j=2

und somit

|a1| |a1|
21| < Z ’ \ yil < maxlyﬂz = < qllylloe -

Es gelte also
lze| < ¢ ||g||Oo < ||y||Oo fird=1,...,k—1.

Dann folgt
B Tamd] | Zakezz+ Z akeYe
Ak = k+1
1
<
= Taml [ |Z€|Z|aké|+ _phax |yl Z | @]
(=k+1
— |l
< yllso Z k] < qllyll
=102k | Yk
fiir alle k = 2,...,n, und somit gilt

I(D+ L)' Rylloo = ll2llec < qllylloe-

Da die Zeilensummennorm durch die Maximumnorm induziert wird, folgt

D+ L) 'Ryl
D+ D) Rl = sup WD Tl )y
0yERn [1[loo
und nach Satz 4.1 ergibt sich die Konvergenz des Gaufi—Seidel-Verfahrens. [ ]

Analog zu (4.9) kann das riickwértige GauB—Seidel-Verfahren
' = (D+R)7f - La'] = 2" — (D + R)"'[Az" — /]

hergeleitet und analysiert werden.

Sei 2° € R™ eine beliebig gegebene Startniherung.
Fir k=0,1,2,... berechne
= Adh—f o = (5 0F) = I2P5
Stoppe, wenn g, < €20y mit einer vorgegebenen Fehlergenauigkeit ¢
erreicht ist. Andernfalls berechne die neue Naherungslosung

k+1 = fl E CLZ] 5 azy k+1 fﬁl‘i:n,n—l,...,2,1.

Jj=i+1

Algorithmus 4.5: riickwértiges Gaui—Seidel-Verfahren (Einzelschrittverfahren).
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Das Gaufi—Seidel-Verfahren (Algorithmus 4.4) konvergiert auch fiir jede symmetrische und
positiv definite Matrix A, siehe hierzu Satz 4.4 und Bemerkung 4.1.

Durch Einfiigen eines Relaxationsparameters w € R, konnen die bisher betrachteten Ite-
rationsverfahren abgedndert werden. Fiir w > 1 werden diese als Uberrelaxationsverfahren,
fiir w < 1 als Unterrelaxationsverfahren bezeichnet.

Fiir 2z € R” sei zunichst 2" € R”™ die durch das Jacobi-Verfahren (4.8) erhaltene
Néherungslosung mit

n

1 .

gl = - fi— E aijxf firi=1,...,n.
“ i=1j#i

Dann kann eine neue Niherungslosung z*! erklirt werden als Konvexkombination zwi-
schen alter Niherungslosung 2%, und der durch das klassische Jacobi-Verfahren berechneten

Néherung 2",
o = (1 —w)af +wikt!
= (1—w)z! +— Z a;;x ]
J=1j#i
j=1

Somit ergibt sich die Iterationsvorschrift des w—Jacobi—Verfahren,
" = o —wD A" - fl. (4.10)

Wird fiir zF die neue Néherungslosung 2™ durch das vorwirtige GauB-SeidelVerfahren
(4.9) berechnet und die Konvexkombination mit der alten Niherungslosung z* gebildet,

n

Ak-l-l _ E k—i—l E k k+1 __ k-i-l

[fz au aijaj] ] - (1 )ZL' —I—WZIZ'
Jj=i+1

dann ergibt sich

l.k-i—l _ (1—0))1’ +Wl'k+l

= (1—w)l

n
2 k—l—l E k
CLU aijxj

j=i+1
R
E Qi ; E ;T ]

In Vektorschreibweise ist dies gleichbedeutend mit

:x‘—'——

zk-i-l — £k_‘_wl)—l[i_L£k—|-1_(l)_‘_R)zk]



106 4. Lineare Gleichungssysteme

bzw. mit

(I +wD'L)2" = 2F + wD™'[f — (D + R)z".

Durch weiteres Umformen erhilt man daraus mit

" = 2" —w(D+wl) ' [Az" — f] (4.11)

die Iterationsvorschrift des (vorwértigen) sukzessiven Uberrelaxationsverfahrens (SOR Ver-
fahren).

Satz 4.4. Sei A eine symmetrische und positiv definite Matrixz. Dann konvergiert das SOR-
Verfahren (4.11) genau dann, wenn 0 < w < 2 erfillt ist.

Beweis: Fiir eine symmetrische Matrix A kann die Spektralnorm || Al|s mit dem Spektral-
radius o(A) identifiziert werden,

[4]l> = o(4) = max [ne(A)].

.....

Zu untersuchen sind deshalb die Eigenwerte der Iterationsmatrix
M =1T—-wD+wL)™ A,

Sei A € R ein beliebiger Eigenwert von M und z € R™ der zugehorige Eigenvektor, d.h. es
gilt
Mz = [I—w(D+wL)_1A]§ = Az

bzw.

(D4+wL) —wA]z = A(D+wlL)z.

Mit der Zerlegung A = D + L + L' der symmetrischen Matrix A folgt daraus
[(1-w)D—wL']z = \(D+wL)z.

Durch Bilden des Euklidischen Skalarproduktes dieser Gleichheit mit z ergibt sich

(1 -w)(Dz,z) —w(L'z,2) = M(Dz,2) + w(Lz 2)].
Mit
(L'z2) = (Lz,2) = % [(Lz,2) + (L'2,2)] = 5 [(Az,2) — (Dz2)]
und durch Multiplikation mit 2 folgt dann die Gleichheit

(2—-w)(Dz,z) —w(Az,z) = A [(2—w)(Dz,2) +w(Az, 2)]

N | —

und somit die Darstellung
(2 —w)(Dz,z) —w(Az 2)
(2-w)(Dz,2) + w(Az, 2)
Aus der positiven Definitheit von A folgt dabei

d:= (Dz,z) >0, a:= (Az,2)>0

A:

und die Forderung |A| < 1 ist genau dann erfiillt, wenn w € (0, 2) gilt. [
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Bemerkung 4.1. Aus der Konvergenz des SOR—Verfahrens fiir w = 1 folgt insbesondere
die Konvergenz des Gaufi—Seidel-Verfahrens (4.9) fir symmetrische und positiv definite
Matrizen A.

Analog zum vorwértigen SOR-Verfahren lautet die Iterationsvorschrift des riickwértigen
SOR—Verfahrens
2" = 2F — (D + wR) M Azk — £l (4.12)

Man bemerkt, dafl beim SOR—-Verfahren selbst fiir symmetrische Matrizen A eine im all-
gemeinen nichtsymmetrische Matrix B = (D + wL) entsteht. Durch Verkniipfung des vor-
wértigen SOR—Verfahrens (4.11) mit der riickwértigen Variante (4.12),

Pl

= 2" —w(D +wl) 'Az" - f],

£k+1 — £k+1/2 _ W(D + wR)_l[A£k+1/2 - i]

entsteht die Iterationsvorschrift des symmetrischen sukzessiven Uberrelaxationsverfahrens

(SSOR Verfahren),
2" = 2" —w(2—w)(D+wR)'D(D +wL) Az — f]. (4.13)

Fiir eine allgemeinere Konvergenzuntersuchung des stationdren Iterationsverfahrens (4.3)
der sukzessiven Approximation wird nun zunéchst der Fall B = I betrachtet,

" = 2 — oA — f]. (4.14)

Die Matrix A sei dabei positiv definit,
(Az,z) > o' [|lz]3 fiir alle z € R", (4.15)

und beschrankt,
|Azlly < ¢ |lzlly fiir alle z € R™. (4.16)

Satz 4.5. Sei A eine beschrdnkte und positiv definite Matriz, das heifit es gelten die Un-
gleichungen (4.16) und (4.15). Dann konvergiert das Iterationsverfahren (4.14) fir den

Relaxationsparameter

A
1
A2

[c3]

0<a<?2

und die optimale Konvergenzrate wird angenommen fiir
e

e3>

o =

Dann gilt die Fehlerabschdtzung

k+1

2
k+1 2 014 0 2
2" —zfl; < |1- A lz” —z|l5 .
2



108 4. Lineare Gleichungssysteme

Beweis: Durch Ubergang zum Euklidischen Skalarprodukt folgt mit den Voraussetzungen
(4.15) und (4.16) fiir die Iterationsvorschrift (4.14)

2" —zll; = (I —aA) (=" - 2)|3

= ((I = aA)(@" — 2),(I — aA)(z" — 2))

= (" —z,2" —2) =20 (A(z" — z),2" — 2) + &* (A(z" — z), A(z" — )
= |lz" — 2|3 — 2a (A(2" — 2),2" — 2) + *| A" — 2)|3

< (1= 2a¢! + *[]?) ||2* — 2.

k

Damit ergibt sich Konvergenz fiir
1 —2ac! +o?[cd]? < 1

und somit fiir

A
c
0<a<2——.
[c5']?
Insbesondere fiir
A
a* — Cl
[c5']?
ergibt sich mit
A\
J2# — gl < [1 (%) ] ¥ — o
&)
die optimale Konvergenzrate. [ ]

In vielen Anwendungen ist das Verhiltnis ci'/cs' abhiingig von der Dimension n der
Systemmatrix A € R™". Insbesondere bei numerischen Ndherungsverfahren fiir gewohnli-
che oder partielle Differentialgleichungen gilt oft ci'/c — 0 fiir n — oo, und somit ergibt
sich eine schlechtere Konvergenzrate fiir groSidimensionierte Gleichungssysteme. Durch eine
geeignet gewahlte Transformation des linearen Gleichungssystems Az = f sollen Verfahren
hergeleitet werden, deren Konvergenzverhalten moglichst unabhéngig von der betrachteten
Problemgrofie, das heifit unabhéngig von der Dimension n sind.

Sei B = BT € R™" eine zunichst beliebige symmetrische und positiv definite Matrix mit
positiven Eigenwerten \¢(B). Fir B gilt dann die Faktorisierung (3.14),

B =VDV'" D = diag(\(B))i_,,

mit einer orthogonalen Matrix V', welche durch die zueinander orthogonalen Eigenvektoren
von B gebildet wird. Dann ist

BY? = vDYV2VT D2 = diag(\/ \(B))i_,,

und es gilt B = B'Y/2BY/2. Weiter bezeichne B~/? die inverse Matrix von BY/2.
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Anstelle des linearen Gleichungssystems Az = f wird jetzt das dazu dquivalente System

B_1/2A3_1/2Bl/2£ — B_1/2f

betrachtet. Mit B B
A= DB'?AB7V? & = BY?z, f=B'%f (4.17)

kann zur Losung des transformierten Systems AZ = zdas Iterationsverfahren (4.14) ver-
wendet werden, B B
zk-ﬁ-l _ ik . Q[Azk _ i]

Einsetzen der Transformationen (4.17) und Multiplikation mit B~Y/2 liefert das vorkondi-
tionierte Iterationsverfahren der sukzessiven Approximation,

= gF — aB_l[Agk — [l (4.18)
Die Konvergenz des vorkonditionierten Iterationsverfahrens (4.18) folgt nach Satz 4.5 fiir
a € (0,2¢'/[c4]?) mit
(AZD) 2 a3 142 < | fi alle E € R

Aus Satz 4.5 ergibt sich die Konvergenzabschiatzung

o k1

A
B < 1—(2) &l

Einsetzen der Transformationen (4.17) liefert unter Beriicksichtigung von
Izl = (2,2) = (B"?z, B"*z) = (B, z)

und
|AZ|3 = |B~2Az|} = (B7"? Az, B7'?Az) = (B~ Az, Az)

die Fehlerabschitzung

o kL
k+1 2 e 0 2
|l —zlz < 1= = 12" = [
C
2
sowie die Ungleichungen
(Az,z) > of (Bz,z), (B~'Az, Az) < []%(Bz,z) (4.19)

fir alle z € R". Die Matrix B wird als Vorkonditionierung zu A bezeichnet, falls die
Ungleichungen (4.19) mit Konstanten ¢/ unabhingig von der Dimension n erfiillt sind,
und falls die Anwendung der inversen Matrix B~! effizient realisiert werden kann. Fiir
eine positiv definite Matrix A ergibt sich mit B = diag A gerade das w—Jacobi-Verfahren
(4.10), wobei mit den Ungleichungen (4.19) die Konstanten ¢! und somit die zulissigen
Relaxationsparameter fixiert werden koénnen.
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Beispiel 4.5. Fiir das aus einer FEM—-Approzimation resultierende lineare Gleichungssy-
stem Apu = f mit der Steifigkeitsmatriz

c R(n—l) x (n—1)

mit den durch )
vf:sinﬁg firi=1,....n—1,4=1,...,n—1,
n

gegebenen Eigenvektoren v* € R"™' und dem zugehérigen Eigenwert

4 Ar
)\g(Ah) = E SlIl %

wird das w—Jacobi—Verfahren betrachtet,
W = wb — wD (At — .
Dabei ist Dy, = diag A, = 2h~'I,_,. Fiir den zugehirigen Fehler ergibt sich
k+1 h h

ut = (T—wg A’ —w) = (I —wg 4)" (W — ).

Wird der Anfangsfehler ¢© = u® — u in die Eigenvektoren v® der Steifigkeitsmatriz Ay,
entwickelt,

—_

n—

QO — Qy yéa
=1
dann folgt
n—1 n—1
L ftl k+1
P ae (I_w§ ) QU [1—@; Ae(Ap) v

=1 =1

n—1

O k+1
= 187) [1 — 2w sin? —W} v’
— 2n

In diesem Fall konvergiert das w—Jacobi—Verfahren fir alle w € (0,1], wobei die Konver-
genzrate durch den zu £ =1 gehdrenden Figenwert

h
1—2wsin2% = 1—2wsin2% = 1-0(h?

dominiert wird. Andererseits ist fir { =n — 1

1—2wsin? & = 1— 2w sin?
2n n
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bzw. fir ¢ =n/2

2

¢ 5

1—2wsm?2—7T _ 1—2wsin2% —1-2w <§> —l-w.
n

Fiir

2
W= =
3
folgt dann
l 1
'I—Qw sin2£ < 3 fa'rfzg,...,n—l.
In diesem Fall werden bei der Anwendung des w—Jacobi—Verfahrens mit w = 2/3 die Koef-
fizienten oy des Anfangsfehlers € mit £ =n/2,...,n — 1 besonders stark geddmpft. Diese

entsprechen den hochfrequenten Figenvektoren der Steifigkeitsmatriz Ay. Die verbleiben-
den Koeffizienten ay fir ¢ = 1,...,n/2 — 1, d.h. fir die niedrigfrequenten FEigenvektoren,
entsprechen aber gerade wieder dem Ausgangsproblem fiir eine Diskretisierung mit dop-
pelter Schrittweite. Mit anderen Worten, der verbleibende Fehler nach einigen Schritten
des w—Jacobi—Verfahrens kann auf einem groberen Gitter dargestellt werden. Die rekursive
Anwendung fihrt dann auf Mehrgitterverfahren [4, 7].

Die Wahl der zuldssigen und optimalen Relaxationsparameter o des vorkonditionierten
Iterationsverfahrens (4.18) hiingt gemifl Satz 4.5 wesentlich von den Konstanten ¢ der
Ungleichungen (4.19) ab. Diese sind aber im allgemeinen unbekannt bzw. kénnen nur na-
herungsweise bestimmt werden. Deshalb sollen nun Verfahren betrachtet werden, die die
Berechnung eines optimalen Relaxationsparameters a in jedem Iterationsschritt beinhal-
ten.

4.3 Das Gradientenverfahren des steilsten Abstiegs

Die Losung des linearen Gleichungssystems Ax = f ist dquivalent zur Minimierung eines

Funktionals B
F(z) = Az — [}

in einer geeigneten Vektornorm || - [|y. Ist die Matrix A symmetrisch und positiv definit,
so kann das Funktional
F(z) = Az flh = (AN Az = ), Az = f)2 = 22,42 — [)s

= (z—2,A(z—2))2 = (Az,2)2 —2(Az, 2)2 + (Az, 2)2
= Jlz—zl% = (Az,2)s — 2(f, 2)2 + llz||%

gewihlt werden. Fiir die Auswertung des Gradienten von F' fiir eine gegebene Naherungs-
16sung 2 zur Minimierung des Funktionals ergibt sich

VF(&)E:Qk = Q(Ag—i)kzgzc = 2(A§k —i) = 2k,
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Zur Bestimmung der neuen Naherungslosung

2 = b gt
bleibt das Funktional F(2**!) beziiglich des reellen Parameters aj zu minimieren,

F(z") = F(z" — apr®) = miﬁ F(2" — ark).
ac

Wegen

F(a* —ar®) = ||2" —ar

wird das Minimum angenommen fiir

(r*, 1)
(Ark,rk)”

A —

Das resultierende Verfahren ist das Gradientenverfahren des steilsten Abstiegs.

Fiir eine beliebig gegebene Startniherung 2% € R” sei ¥ = Az — f.
Fir k£ =0,1,2,... berechne

o = (5, 1r%) = |Ir*]3.
Stoppe, wenn g5, < €29y mit einer vorgegebenen Fehlergenauigkeit e
erreicht ist. Andernfalls bestimme die neue Nédherungslosung:

k .k
k k (f ,E)
vt =Art, o =
(vk, r*)
£Ic—i-l — Zk —Oékﬁk, zk-ﬁ-l _ Ek —akyk.

Algorithmus 4.6: Gradientenverfahren des steilsten Abstiegs.

Satz 4.6. Sei A symmetrisch und positiv definit und gelte
(Az,z) > of |lzl3,  [Azlla < &' [zl

fiir alle x € R™. Dann konvergiert das Gradientenverfahren des steilsten Abstiegs mit
k41

CA 2
1- (—2) ] 12° — 23
Cy

Iz =zl <
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Beweis: Fiir die symmetrische und positiv definite Matrix A gilt die Faktorisierung A =
VDV mit der durch die orthogonalen Eigenvektoren von A gebildeten Matrix V und mit
der Diagonalmatrix D = diag(Ax(A))}_; mit den positiven Eigenwerten A;(A) von A. Dann
ist A = AY2AY? mit der symmetrischen und positiv definiten Matrix A2 = VDY2V'T,
D'? = diag(\/Ae(A))7_;.

Aus den Voraussetzungen an die symmetrische und positiv definite Matrix A folgt dann

(", 2" —2)a = (* A" —12)) = (A" - 2), A(z" - z))
_ (AA1/2(£I€ _z)’A1/2(£k _Z))

> o A —2)5 = o 12" -zl
sowie
= (AAV? (2" — ), AAV?(2* — z))
JAAY? (28 — 2)[13 < () A (2 — 2)5 = () ||z* — =]
Dann ist
2" —ar® —z|% = [z —z|i — 22", 2" — z)a + 2"
< [1=2act +?(cg)?] [z — x|
Fur N
Skl ok oAk oA G
HY =L —opr, Qg = [051]2
gilt dann

2
1277 = zl[3 < ) | Mzt =zl
2

Die Behauptung folgt schlieflich aus

||£L'k+1 k k+1

—z|% = min||lz* — ar® — 2|} < 2 - 23
a€R

Beispiel 4.6. Die Anwendung des Gradientenverfahrens des steilsten Abstiegs soll am Bei-
spiel der iterativen Losung des linearen Gleichungssystems

(72)(2)-(5)

mit der exakten Losung x1 = 2 und xo = 1 veranschaulicht werden. Fiir das zu minimie-
rende Funktional ergibt sich dann

F(z) = lz—z|% = ((? %)(Zj)<2j))

In Tabelle 4.1 sind die Niherungslosungen z* und die zugehorigen Werte des Funktionals
F(2*) angegeben.
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zy a5 | F(zF)
0.000 | 0.000 | 14

1.680 | 1.344 | 2.213 -1
1.968 | 0.984 | 3.499 -3
1.995 | 1.005 | 5.530 -5

W N = O

Tabelle 4.1: Naherungslosungen z*.

08

06

L L L L L L L L
-2 -1 0 1 2 3 4 16 18 2 22 24

Abbildung 4.1:
Konvergenzverhalten des Gradientenverfahrens des steilsten Abstiegs.

Die Niherungslosungen z* und die dadurch beschriebenen Aquipotentiallinien des Funktio-
nals F(z) = F(z*) veranschaulichen in Abbildung 4.1 einen Nachteil von Gradientenverfah-
ren: Zueinander parallele oder fast parallele Suchrichtungen konnen wdahrend der Iteration
mehrmals durchlaufen werden. Dies motiviert die Orthogonalisierung von Suchrichtungen.

4.4 Das Verfahren konjugierter Gradienten

Sei A = AT > 0 symmetrisch und positiv definit. Ein System von linear unabhingigen
Vektoren {Bk}z;é heifit A-orthogonal oder konjugiert, falls

(Apk,gg)zo fir k,/ =0,...,n—1und k # ¢

sowie
(Apk,]_)k) >0 firk=0,...,n—1

erfiillt ist. Die letzte Forderung folgt dabei unmittelbar aus der positiven Definitheit von A.
Fiir ein zunéchst beliebig gegebenes System linear unabhéngiger Vektoren {wk}z;é kann
mittels des Gram—Schmidtschen—Orthogonalisierungsverfahrens ein System orthogonaler
Vektoren {p*}}Z; konstruiert werden:
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Setze
P =
Fir £k =0,...,n — 2 berechne
k k1 0
Aw**, pf)
k1. k4l ‘ (Aw™", p
prEw s — B’ Bre=—F7F—
: 20l P gy

Algorithmus 4.7: Konstruktion A-orthogonaler Vektoren.

Einsetzen des Losungsansatzes
n—1

z=2"-) ap

=0
in das lineare Gleichungssystem Az = f ergibt

n—1

Az = Az’ =) agdp' = f.

=0

Das Bilden des Euklidischen Skalarproduktes mit Qk liefert wegen der A-Orthogonalitéit
des Vektorsystems {p*}7=;

und somit

Fiir die Ndherungslosung

k k—1
=20 = Capt =2 =) o’ — ot =2 — anpt
=0 =0

ist das zugehorige Residuum gegeben durch

k
Tk+1:A£k+1_i:Ago_ZO@A]_DZ_i:Agk_i_O‘kAEk:fk_akAEk

=0

und wegen

(Ap*. p*) =0 firk #¢

folgt
k—1
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und somit
(r*, p¥)

(Apk, pk)’

Damit ergibt sich fiir £ =0,...,n — 2 die Iterationsvorschrift

A =

kok
k+1 k k k+1 _ k k (%, p")
T =" —ogp”, T =1t —apApt, o =
- - (Ap*, p*)
Nach Konstruktion gilt
(r* 1, pF) = (rF — e Ap¥,p") =0
fir alle K =0,...,n — 2 und somit fiir £ = 1 die Induktionsvoraussetzung

(", p) = (e p°) =0 fir £=0,... k-1

Durch vollstéandige Induktion folgt, dal dann auch
(r*pf) =0 firallel=0,....k
fiir alle k =2,...,n — 1 gilt. Zun&chst ist

(" ") =0

und fiir ¢ < k folgt aus der Induktionsvoraussetzung und der A-Orthogonalitét

(£k+1’pé) _ (Ek . akA]_)k’Eé) _ (fk’]_)é) _ O‘k(ABk,pZ) =0.

Insgesamt gilt also
(£k+1>£z) =0 fﬁr€:O>--->kundk:O""’n_z

Aus der Konstruktion der Suchrichtungen,

-1 -1
pr=w =Y By bzw. w'=p'+> Biip,
=0 =0

folgt weiterhin

{—1
(e wh) = ) + Y By (L) = 0 fiir (=0, k.

j=0

Damit ist das Residuum r**!

Vektorsystem

orthogonal zu allen Basisvektoren w’ ¢ = 0, .

.., k. Das
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ist also linear unabhéngig, so dafl die neue Suchrichtung als

wht = Y baw. w® =t fird=0,....,n—1

gewihlt werden kann. Damit folgt
(£k+17]_9£) = (" Y =0 firf=0,...,kundk=0,...,n—2.

Fiir das Orthogonalisierungsverfahren nach Gram—Schmidt ergibt sich dann

k
QOZMOZZO, Z_9k+1=£k+1—2ﬁke]_?é firk=0,....,n—2
=0
it k1 0 k1 gt
(Aw* 1 pY) (5, ApY)

Phe = (Apfp) (A ph)

Ohne Einschrankung der Allgemeinheit sei ay # 0. Andernfalls wiirde aus der Rekursion

P — o, Apt

und der Orthogonalitét
() =0
die Gleichheit

0= (Eé-l-l’zﬁ) — (EZ’EZ)

folgen und somit die Forderung ¢ = 0 nach sich ziehen, d.h. z* = z ist die exakte Losung
des linearen Gleichungssystems Ax = f.

Aus
P OégA]_DZ
folgt dann
1
APZ — _[Eé _ Eé-i—l]
£~ o

und somit ergibt sich fiir den Zahler von [y,

1
(r* A"y = — ("t =) =0 fir £=0,...,k—1
P oz
und daher
Oe=0 fir £=0,...,k—1.

Weiterhin ist

1
(", Ap*) = — (M M) fie =k
P o
Damit ergibt sich
k41 k41
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mit
5 = ([kH,A]_)k) B 1 (£k+17£k+1>
k (Agk’gk) o (A]_Qk,]zk) :
Aus
AR ozkAgk
folgt
OékA k:Tk—Tk+1
und somit
ap(Ap*,p*) = (F =" M) = () = (@ = B = () = ;e
Damit ist schlie3lich
B, = P41
Pk
bzw. -
(r®, p*) Pk

ap = = .
"7 (ApE p) T (Apk, pF)

Die resultierende Methode ist das Verfahren konjugierter Gradienten (CG), welches auf

Hestenes und Stiefel [6] zuriickgeht.

Fiir eine beliebig gegebene Startniherung z° € R” sei % = Az — f.
Setze p° := r° und berechne gy = (1°,7°). Stoppe, falls gy < &2 mit
einer ;orgegebenen Fehlergenauigkeit ¢ erreicht ist.

Berechne fir k =0,1,...,n—2:

E_ Ak ok ok _ O
P = ApF, o, = (", p"), o = =
p p o
= gk gt
PR = b s
S k+1 k+1
Ok+1 := (rFHE rktL)

Stoppe, falls g1 < €209 mit einer vorgegebenen Fehlergenauigkeit ¢
erreicht ist. Berechne andernfalls die neue Suchrichtung

Ok+1
£k+1 — Ek+1 _i_ﬁkgk7 By = Q+
k

Algorithmus 4.8: Iterationsvorschrift des konjugierten Gradientenverfahrens.

Aus den Induktionsvoraussetzungen

r’ € span{r’}, ]_90 = 1 € span{r’}

folgt wegen
Pl = _O‘ZAZ_QZa ££+1 _ —l-ﬂz]_?Z
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durch vollstandige Induktion nach ¢ =0,...,k —1
p* € span{r®, Ar%, ... AFrO} = Si(A,10).

Hierbei bezeichnet Si(A,r°) den k-ten Krylov-Raum der Matrix A zum Anfangsresiduum
r%. Nach Konstruktion ist durch

Sk(AafO) = Span{l_?0>2_91> s 7]_)k}
eine A-orthogonale Basis von Si(A,1°) gegeben.

Satz 4.7. Fiir eine symmetrische und positiv definite Matriz A = AT > 0 konvergiert das
konjugierte Gradientenverfahren mit der Konvergenzabschdtzung

'%2(‘4) + 1 -1 )\max(A)
= ———, ra(A) = [|A]]2]|A = —.
0= YEGT m) = ka7 = 3
Beweis: Fiir die durch das konjugierte Gradientenverfahren konstruierte Néherungslosung

k—1

ab = 2" = g

/=0

folgt aus der A-Orthogonalitét der Suchrichtungen ]f fiir die durch die symmetrische und
positiv definite Matrix A induzierte Norm des Fehlers

n—1 n—1 n—1 n—1
2" =23 = 1) e = D> aea(Aph,p?) = > aflp'll3-
=k =k j=k =k
Fiir eine beliebige Linearkombination
k—1
w =) wp'
=0
mit beliebigen Koeffizienten wy, ..., w;_; folgt analog
k—1 n—1
l2® —w =zl =D [we—al® P15+ a7 IpI13,
=0 =k

und somit
2" —zlla < |l2° —w -z fiir allew € Sp_1(A,1°).
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Die N#herungslosung z* ist also Losung des Minimierungsproblems

2" —z]|ls = min [l2° —w — za.
weskfl(fLIO)

Mit
ergibt sich
k—1 k—1 k
2 —w—z = =) wAr ==Y w AT = Al
{=0 /=0 /=0

mit wy = 1 und wy = wy_; fiir £ =1,..., k. Damit gilt

0

2’ —w—1x = pp(A)e’

k

mit einem Matrix-Polynom pj, € II}, d.h. z* ist Losung des Minimierungsproblems

lz* — zlla = min [lpe(A)e’||a-
prEIl},

Die Eigenvektoren {v’ }i—y der symmetrischen und positiv definiten Matrix A bilden ein
Orthonormalsystem. Die zugehorigen Eigenwerte von A seien \;(A). Dann ergibt sich fiir
den Anfangsfehler

n

e’ =) (e v

j=1
und in der Folge

n n n

pe(A)e® = pe(A) Y ()0’ = Y (0 )pe(A)e’ = D (", 0" )pr(Ag (A).

=1 i= j=1
Aus der Orthonormalitiit der Eigenvektoren v/ ergibt sich weiterhin

Ipe(A)e 1% = (Apr(A)e’, pr(A)e”)

= (A (AN, D (el A))

- <Zi;<g°,y)zok(Aj(A))Aj(A)y,i(é,y)pkwm»yﬁ

_ i2@0,y)(g%y)pk(w»pkw<A>>Aj<A><yj,y‘)

- g@%yf)z[pkw(A))FAj(A)

< s OV SO (A) = o O (ADF 913
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und somit

k . 0 . 0
" — x|l4 < min max (A e < min max Ml e .
H_ _HA = peelll j= Lo ‘pk( ]( ))| ||_ ||A = peTl) A€ hmin () Armax (4)] |pk( )| ||_ ||A

Mit Satz 1.3 ist schliefllich

min  max |pe(N)| = 24" g = VA A) vV nin(A) _ Va(4) +1
pkerlll€ AE[AminvAmax} k 1 + q2k’ )\maX(A> - )\mln(A) \/m - 1

Die Konvergenzgeschwindigkeit des konjugierten Gradientenverfahrens wird mafigeblich
durch die extremalen Eigenwerte der Matrix A bestimmt. Aus der Charakterisierung der
extremalen Eigenwerte mittels des Rayleigh—Quotienten,

(Az,z) _ (Az, z)

Auin(A) = 1in (wx) — owexr (zz) A )

folgt
Amin(A) (z,2) < (Az,2) < Apax(A) (z,2)  fiir alle z € R™.

Aus den Spektraldquivalenzungleichungen
cMx,z) < (Az,2) < ¢ (x,2) fiir alle z € R”
folgt deshalb fiir die Abschétzung der spektralen Konditionszahl

Amax (A) s
meld) = 3T S o
Abhéngig von der jeweiligen Anwendung strebt ky(A) — oo fiir n — oo. Ziel ist deshalb
die Herleitung eines Verfahrens, welches eine beschrinkte Anzahl notwendiger Iterations-
schritte zum Erreichen einer vorgegebenen relativen Genauigkeit ¢ unabhéngig von der
Dimension n gewéhrleistet.
Eine symmetrische und positiv definite Matrix B € R"*" gestattet die Faktorisierung

B = Vdiag(A\,(B))V'

mir der durch die orthonormalen Eigenvektoren von B gebildeten orthonormalen Matrix
V. Die Positivitéit der Eigenwerte A, (B) ermdoglicht die Definition der symmetrischen und
positiv definiten Matrix

BY? = Vdiag(v/\(B)V "
mit BY2BY? = B und der inversen Matrix B~/2 = (BY/2)~L,
Anstelle des linearen Gleichungssystems Az = f wird jetzt das transformierte System

B—1/2143—1/231/2z — B_1/2£
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bzw. EE = fmit
A=BPAB? F=B"z, f=B'7f

betrachtet. Fiir die symmetrisch und positiv definite Matrix A kann nun das in Algorith-
mus 4.8 angegebene konjugierte Gradientenverfahren angewendet werden. Dessen Konver-
genzgeschwindigkeit ergibt sich aus der Abschétzung der spektralen Konditionszahl ky(A),
welche unmittelbar aus den Spektraldquivalenzungleichungen

A(Z.7) < (A7,7) < X (3,7) fiir alle 7 € R”

folgt. Einsetzen der Transformationen ergibt die dazu dquivalenten Spektraldquivalenzun-
gleichungen

cf (Bz,z) < (Az,z) < c‘§ (Bz,z) fiir allez € R™.
Fiir die Losung des linearen Gleichungssystems sz = f mit der symmetrisch und positiv

definiten Matrix A kann die in Algorithmus 4.8 angegebene Iterationsvorschrift angewendet
werden. Mit den zugehorigen Transformationen ergibt sich fiir die Niaherungslosung
sowie fiir das zugehorige Residuum 7

zk _ Bl/2£k’ zk — szk _z: B—l/Q(Azk _f) _ B_1/2£k.

Aus dem Ansatz

fiir die Losung z des transformierten linearen Gleichungssystems Az = ffolgt durch Mul-

tiplikation mit B~1/2

n—1 n—1
~ >1/9~4 ~
z=2"-> @B =2 ap
=0 £=0

mit p* = B_l/zﬁ bzw. ]f = BY2p’. Weiter ist
o = (&,7) = (B7'r" 1)
sowie
~ Tk ~k
or = (Ap",p") = (A]_Jk,]_ak).
Fiir die Konstruktion der transformierten Suchrichtungen @k 1 ergibt sich schlieBlich

ﬁk'i‘l — ’,,:,“k‘-i—l +ﬁk@k

bzw. durch Multiplikation mit B~/
£k+1 _ B—1£k+1+§k£k.

Die resultierende Iterationsvorschrift des vorkonditionierten konjugierten Gradientenver-
fahrens ist in Algorithmus 4.9 angegeben.
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Fiir eine beliebig gegebene Startniherung z° € R™ sei r = Az2° — f.
Berechne v = B0, p := 10, gy = (v°,7°). Stoppe, falls gy < &2 mit
einer vorgegebenen Fehlergenauigkeit ¢ erreicht ist.

Berechne fiir k =0,1,...,n —2:

E_ Ak ok ok _ O

st = Ap*, o = (s, pF), ag = —
p p o

ZE = gk —

P =k g gk

pF+l = Blph+l

Ok+1 = (v
Stoppe, falls g1 < €209 mit einer vorgegebenen Fehlergenauigkeit e
erreicht ist. Berechne andernfalls die neue Suchrichtung

Ok+1
P = oM+ Bt B = ;
k

k—l—l’ fk+1)

Algorithmus 4.9: Konjugiertes Gradientenverfahrens mit Vorkonditionierung.

Neben einer Matrix—Vektor—Multiplikation mit A ist in Algorithmus 4.9 pro Iterations-
schritt jeweils eine Anwendung der Vorkonditionierung v = B~!r zu realisieren. Damit
mufl die Matrix B neben den entsprechenden Spektraldquivalenzungleichungen auch eine
effiziente Anwendung von B~! ermdglichen. Sind beide Bedingungen efiillt, so wird B als
Vorkonditionierung zu A bezeichnet. Diese ist in der Regel problemabhéngig zu konstruie-
ren und stellt in vielen Anwendungen eine Herausforderung dar.

4.5 Verfahren des minimalen Residuums

Betrachtet wird jetzt das lineare Gleichungsystem Ax = f mit einer invertierbaren Matrix
A, d.h. es wird weder die Symmetrie noch die positive Definitheit der Systemmatrix A
vorausgesetzt. Wie beim CG—Verfahren wird fiir eine Anfangsniiherung 2° das zugehérige
Residuum r° = Az° — f und der dadurch induzierte Krylov-Raum

Sk(A,1°) = span {r®, A%, ... AP0}
eingefiihrt. Fiir diesen soll eine Basis {v*}}~; orthonormaler Vektoren mit
(yk&g) = O

konstruiert werden. Die Anwendung des Gram—Schmidt—Orthogonalisierungsverfahrens fithrt
bei geeigneter Wahl der Ausgangsvektoren auf die Methode von Arnoldi:
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Sei mit 2° € R™ eine beliebige Startniherung gegeben.
Berechne 7° := Az° — f und setze
: S

o

<

Y
Berechne fiir k =0,1,...,n — 2
k
OFT = Avk = 3 Bt
(=0
mit

Bre = (Aykayz)-

Abbruch fiir ||$¥]|, = 0, setze andernfalls
Skt
E-+1 v

RN

Algorithmus 4.10: Methode von Arnoldi.
Der Ansatz der Niherungslosung

k
=2 =Y ap
=0
ergibt fiir das zugehorige Residuum
k
tl<c—|—1 — A&k—i—l o

f

=0
Zu bestimmen bleiben die Zerlegungskoeffizienten a;, durch Minimierung des Residuums
in der Euklidischen Vektornorm,

=10 = apdf, P =A2"-f.
fk—l—l

k
Il = (| =) awAu’]s = min

Q- O
=0 F
noldi zunachst

Fiir eine alternative Darstellung des Residuenvektors r*+! folgt aus der Methode von Ar-

0 ? /+1
N ] N j '
Av' = 0 Bt = 0 T ) Bt = Y B!
mit .
L[ =0 e
0 = R o
DT et g =41
Dann ist
k /+1
tl<c—|—1 _ t0 - ZQZAQZ
=0

k
==

0
Bev’ =1 = VipHya
=0

Il
=)
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mit der durch die orthonormalen Vektoren v’/ gebildeten Matrix
Vi, = (207217 . ’yk+1) c Rrx(k+2)
und mit der durch
B firg <l+1,
0 firg>/0+1

(k+2)x (k+1

definierten oberen Hessenberg-Matrix Hy € R ). Nach Konstruktion folgt weiter-

hin
r? = [[r'22” = (|2 Vis1€”

mit dem ersten Einheitsvektor ¢° = (1,0,...,0)" € R*2 Mit der Invarianz der Euklidi-
schen Vektornorm beziiglich orthonormalen Matrizen ergibt sich

I 2 = Ir° = Visa Hialla = Vi (I2°]2€° = Hya) ll2 = [ll2°[l2¢” — Hyall2.

Wegen H, € REF2DxE+H) ynd o € RFF! sowie € € RF? entspricht die Forderung
Hya = [|r°)|2€° einem iiberbestimmten linearen Gleichungssystem mit & + 2 Gleichun-
gen fiir kK + 1 Unbekannte. Zu bestimmen bleibt jener Losungsvektor a € R der das
verbleibende Residuum minimiert.

Sei Qp € R&+2x(+2) gine orthonormale Matrix mit Q) Qr = Ipi9, so dal QuH) €
R*E+2)x(k+1) ghere Dreiecksgestalt besitzt. Dann gilt

7 s = ([ 12°]2€® = Hiallz = [ [12°]2Qke” — QuHialls
= [H°12Qxe” — Rralla = [lr"[l2 (Qre")ral,

falls
(ng)g = ||£0||2 (ngo)g fﬁI‘ f = O, ey k‘

erfiillt ist.
Zu bestimmen bleibt eine orthonormale Matrix @), € R*+2*(*+2) welche die obere Hessenberg—

Matrix
Boo Bio - Bro
Bo1 P :
Hy, = 0 Bia - : e R*+2)x(k+1)
0 " Bk
B ke+1
in eine obere Dreiecks—Matrix

7”070 Toqx --- Tok
0 11

Ry = Qka 0 0 : c R(k+2)><(k+1)

Tk.k
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transformiert. Ausgehend von dem Spaltenvektor

B = (Bios- -, Bjj-1, B4, Bjjs1,0,...,0) " € REF2

ist zunéchst jene orthonormale Matrix G; gesucht, so daf

. ~ T
Gjh] = (ﬁj,(ﬁ s aﬁj,j—la ﬁj,ja 07 Oa SRS O)

Offenbar ist die Betrachtung einer orthonormalen Transformationsmatrix éj € R**2 mit

3 5.,. B EM
& () - (%)

mit der allgemeinen Darstellung

~ a: b
Gj < _[J)j CLJ‘ ), a3+b§ = 1,

J

ausreichend. Die Koeffizienten a; und b; ergeben sich aus der Forderung

—0;Bj; + ;B4 = 0.

Unter Beachtung der Normierung a? 4 b7 = 1 folgt daraus

Bi.j

_ — 5]'7]'4-1
4G = 2 > 2 2
Rl G+ i
und daher
Bij = ajBij+biBjje = \/Bi; + BF 01 > 0,
wenn f3; ;11 > 0 vorausgesetzt wird. Fiir j =0, ...,k sind die resultierenden Transformati-
onsmatrizen die Givens—Rotationen
1
1
Q. aj b c RU+2)x(k+2)
’ bj aj

mit G,[j,j] = G;[7 + 1,5 +1] = a;.
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Deren rekursive Anwendung liefert mit

Boo Bio - Bro
Boa Big - Bra
Gka_l . e GgGlGon - Gka_l . e G2G1G0 0 5172 E
0 " Brk
Bk,k+1
E0,0 51,0 oo Ek,o
0 Bigi - Bra
== Gka_l e G2G1 /8172 e
5k,k
ﬁk,k—i—l
E0,0 51,0 < Ek,o
0 51,1 . Bk,l
= Gka_l...Gg 0 . .
Br.k
ﬁk,k—i—l
B0,0 él,o < ék,o
0 Bii - B
= 0o . = By
B

0

die gewiinschte obere Dreiecksmatrix, deren Invertierbarkeit aus der Positivitit der Diago-
naleintriage 3; ; folgt. Beim Ubergang von Hj zu Hy, 1, d.h. bei Hinzunahme eines weiteren

Spaltenvektors A*™ bzw. einer weiteren Suchrichtung v*+2, und vor der Anwendung der
zugehorigen orthonormalen Matrix G sind alle vorherigen Transformationen Gy, . .., Gy
auf h**! anzuwenden.

Nach Konstruktion ist

Qr = GrGi_1...G1Gq € R (k+2)x(k+2)
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orthonormal und zu untersuchen bleibt die Auswertung von

1 Qo Qo

—bo a1(—bo)
0 0 —bo)(—b

QkQOZGk...GO . = GkGl . :GkGQ ( 0):( 1>
0 0 0
0 0 0
Qo
al(—bo)

(=bo)(—b1)

— c Rk+2.

ai(=bo) -+ (—by_1)
(—bo) -~ (~be)

Wiihrend die ersten k + 1 Komponenten von Qe die rechte Seite des linearen Gleichungs-
systems zur Bestimmung des Koeffizientenvektors o« € R**! bilden, beschreibt die letzte
Komponente das verbleibende Residuum

k
st = 1€z [(Que)raal = 11”2 T s
§=0

Wegen

Bjj+1 197]]2

VB + 8, JIPIB + (Aw, w2

folgt fiir (Av?,v7) # 0 wegen (; < 1 ein monotones Abklingverhalten des Fehlers. Insbe-
sondere fiir die Abbruch-Situation der Methode von Arnoldi, ||2¥||s = 0, folgt b, = 0 und
somit

b

orr1 = [T = 0,

d.h. 21 = z ist die exakte Losung des linearen Gleichungssystems Az = f.

Das resultierende Iterationsverfahren ist das in Algorithmus 4.11 angegebene verallgemei-
nerte Verfahren des minimalen Residuums (GMRES) [12].
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Fiir eine beliebig gegebene Startnéherung 2° € R" sei 1’ = Az° — f.
Berechne gy = ||r°||2. Stoppe, falls gy < € mit einer vorgegebenen

Fehlergenauigkeit € erreicht ist. Setze andernfalls v° = g—fo, Po = 0o-
0
Berechne fiir k=0,1,...,n—2:
wk — Ayk
k
P = = B’ Bu= (), B = [0
=0
Falls Br41 = 0, stoppe und berechne Niherungslosung z*+1
o = 1 s
5kk+1

Berechne fiir / =0,...,k—1:
Ekz = ayBre + beBreta
Bret1 = —bzﬁkz + apBret1

ap = ﬁkkﬂ =/ B + Bk
\/ 5% + 5kk+1 \/ By + Bkk-ﬁ-l

Pret1 = —OiDr, Dk = GkDr,  Oky1 = |Diyil
Stoppe, falls gor11 < 9o mit einer vorgegebenen Fehlergenauigkeit e
erreicht ist und berechne die Ndaherungslosung:

Berechne fiir ¢ = k, k—l .0

= By [ > oo

j=t+1
k
e Zaeyz
=0

Algorithmus 4.11: Iterationsvorschrift GMRES Verfahren.




