
Kapitel 4

Lineare Gleichungssysteme

Zu bestimmen sind die Lösungsvektoren x ∈ R
n einer Familie von linearen Gleichungs-

systemen

Ax = f (4.1)

mit regulären, d.h. invertierbaren, Matrizen A ∈ R
n×n. Die Dimension n widerspiegelt in

der Regel einen bei der Approximation auftretenden Diskretisierungsparameter, so daß der
Fall n → ∞ von Interesse ist.

Die Lösungsverfahren können in zwei Klassen eingeteilt werden. Die direkten Verfahren wie
zum Beispiel das Gaußsche Eliminationsverfahren oder die LU–Zerlegung liefern bis auf
Rundungsfehler die exakte Lösung des linearen Gleichungssystems. Der Aufwand hierfür
beträgt im allgemeinen jedoch O(n3) wesentliche Operationen, d.h. Multiplikationen bzw.
Divisionen: eine Verdoppelung der Freiheitsgrade n verachtfacht die notwendige Rechenzeit
zur Lösung.

In vielen Anwendungen resultiert das lineare Gleichungssystem jedoch aus einer Approxi-
mationsmethode zur näherungsweisen Lösung eines mathematischen Modells. Der Lösungs-
vektor beschreibt also eine bereits fehlerbehaftete Näherungslösung. Damit ist es in der Re-
gel ausreichend, auch die Lösung des linearen Gleichungssystems mittels eines Iterations-
verfahrens nur mit einer hinreichenden Genauigkeit zu berechnen. Zu den klassischen sta-
tionären Iterationsverfahren gehören das Jacobi–Verfahren (Gesamtschrittverfahren) und
das Gauss–Seidel Verfahren (Einzelschrittverfahren) sowie die daraus resultierenden Rela-
xationsverfahren. Für den Fall einer symmetrischen und positiv definiten Systemmatrix A
soll hier das Verfahren konjugierter Gradienten (CG) behandelt werden, während für den
allgemeinen Fall einer regulären Matrix A das Verfahren des verallgemeinerten minimalen
Residuums (GMRES) betrachtet wird.

Für weiterführende Betrachtungen zu effizienten Lösungsverfahren für lineare Gleichungs-
systeme sei hier auf entsprechende weiterführende Vorlesungen bzw. Literatur verwiesen,
siehe zum Beispiel [4, 9, 14].
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4.1 Direkte Lösungsverfahren

Ist die Matrix A durch eine reguläre obere (oder untere) Dreiecksmatrix gegeben, d.h.
aij = 0 für j < i, und aii 6= 0 für i = 1, . . . , n, so ergibt sich die Lösung unmittelbar durch
rückwärtiges Einsetzen,

xi =
1

aii

[
fi −

n∑

j=i+1

aijxj

]
für i = n, n− 1, . . . , 1.

Für eine allgemein gegebene reguläre Matrix A soll diese zunächst auf obere Dreiecksgestalt
transformiert werden. Ausgehend von der ersten Gleichung,

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = f1,

sollen alle weiteren Gleichungen, d.h. für j = 2, . . . , n,

aj1x1 + aj2x2 + . . .+ ajnxn = fj ,

so transformiert werden, so dass der Koeffizient vor x1 zu Null transformiert wird. Offenbar
muss hierfür das

aj1
a11

–fache der ersten Gleichung von der j–ten Gleichung abgezogen werden,
wobei ohne Einschränkung der Allgemeinheit a11 6= 0 vorausgesetzt wird. Dies ergibt, für
j = 2, . . . , n,

(
aj1 −

aj1
a11

a11

)
x1 +

(
aj2 −

aj1
a11

a12

)
x2 + . . .+

(
ajn −

aj1
a11

a1n

)
xn = fi −

aj1
a11

f1,

d.h.,

âj2x2 + . . .+ âjnxn = f̂j für j = 2, . . . , n.

Dabei sind

âjk := ajk −
aj1
a11

a1k für k = 2, . . . , n, f̂j := fj −
aj1
a11

f1,

welche mit ajk und fj identifiziert werden können, d.h. es entsteht kein zusätzlicher Speicher-
bedarf zur Beschreibung der transformierten Gleichungen. Eine rekursive Anwendung für
die Transformation der verbleibenden Spalten, d.h. für i = 2, . . . , n − 1, und Auflösung
des resultierenden linearen Gleichungssystems ergibt das in Algorithmus 4.1 angegebene
Gaußsche Eliminationsverfahren. Hierbei wird vorausgesetzt, daß das jeweilige Diagonalele-
ment aii von Null verschieden ist; andernfalls kann eine Pivotisierung durchgeführt werden,
d.h. eine geignete Vertauschung der Freiheitsgrade xj , so daß aii das betragsmäßig größte
Element der i-ten Zeile ist.
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For i = 1, . . . , n− 1 do
For j = i+ 1, . . . , n do

α :=
aji
aii

For k = i, . . . , n do
ajk := ajk − αaik

fj := fj − αfi

xn :=
fn
ann

For i = n− 1, . . . , 1 do
α := 0
For j = i+ 1, . . . , n do
α := α + aijxj

xi :=
1

aii
[fi − α]

Algorithmus 4.1: Gaußsches Eliminationsverfahren ohne Pivotisierung.

Zur Abschätzung des Rechenaufwandes werden die wesentlichen Rechenoperationen, d.h.
Multiplikationen und Divisionen, gezählt. Für die Erstellung der oberen Dreiecksmatrix
ergibt dies

n−1∑

i=1

n∑

j=i+1

[
1 +

n∑

k=i

1 + 1

]
=

n−1∑

i=1

n∑

j=i+1

(n+ 3− i) =
n−1∑

i=1

(n+ 3− i)(n− i)

=

n−1∑

i=1

[n2 − (2n+ 3)i+ i2]

= n2(n− 1)− (2n+ 3)
1

2
(n− 1)n+

1

6
(n− 1)n(2(n− 1) + 1)

=
1

3
n(n− 1)(n− 5)

=
1

3
n3 +O(n2),

während für das Rückwärtseinsetzen zur Lösung des transformierten Gelichungssystems

1 +

n−1∑

i=1

[
n∑

j=i+1

1 + 1

]
= 1 +

n−1∑

i=1

(n + 1− i) = 1 + (n+ 1)(n− 1)− 1

2
n(n− 1) =

1

2
n2 +

1

2
n

folgt. Die Transformation auf obere Dreiecksgestalt ist also von kubischer Komplexität,
während die Lösung des Gleichungssystems nur einen quadratischen Aufwand erfordert.
Im Folgenden soll dieser Lösungsansatz so umgeschrieben werden, der die Lösung von (4.1)
für viele rechte Seiten f ermöglicht, aber nur die einmalige Transformation der Matrix A
erfordert.
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Der erste Schritt des Gaußschen Eliminationsverfahrens kann geschrieben werden als Matrix–
Matrix Produkt



1 0 0 · · · 0
−a21

a11
1 0 · · · 0

−a31
a11

0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

−an1

a11
0 0 · · · 1







a11 a12 a13 · · · a1n
a21 a22 a23 · · · a2n
a31 a32 a33 · · · a3n
...

...
...

. . .
...

an1 an2 an3 · · · ann




=




a11 a12 a13 · · · a1n
0 â22 â23 · · · â2n
0 â32 â33 · · · â3n
...

...
...

. . .
...

0 ân2 ân3 · · · ânn




,

bzw. als

L1A = A1

mit

L1 =




1 0 0 · · · 0
−a21

a11
1 0 · · · 0

−a31
a11

0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

−an1

a11
0 0 · · · 1




=




1 0 0 · · · 0
0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1




−




0 0 0 · · · 0
a21
a11

0 0 · · · 0
a31
a11

0 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

an1

a11
0 0 · · · 0




=




1 0 0 · · · 0
0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1




−




0
a21
a11
a31
a11
...

an1

a11




(
1 0 0 · · · 0

)
= I − a1b

⊤
1 .

Die Transformation der ersten Spalte von A entspricht also der Multiplikation von A mit
einer Elementarmatrix L1 = I−a1b

⊤
1 , d.h. einer Rang 1 Störung der Einheitsmatrix. Durch

rekursive Anwendung ergibt sich die obere Dreiecksmatrix

R := (I − an−1b
⊤
n−1) · · · (I − a2b

⊤
2 )(I − a1b

⊤
1 )A .

Für die Berechnung der Inversen von

L = I − a b⊤

mit dem Ansatz
L−1 = I + α a b⊤

ergibt sich

L−1L = (I + α a b⊤)(I − a b⊤)

= I + α a b⊤ − a b⊤ + α a b⊤a b⊤

= I +
[
α (1 + b⊤a)− 1

]
a b⊤ = I
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für

α =
1

1 + b⊤a
, b⊤a 6= −1.

Diese Invertierungsformel ist als Sherman–Morrison Formel bekannt. Wegen

b⊤1 a1 =
(

1 0 0 · · · 0
)




0
a21
a11
a31
a11
...

an1

a11




= 0

folgt
L−1
1 = I + a1b

⊤
1 ,

und somit
A = (I + a1b

⊤
1 )(I + a2b

⊤
2 ) · · · (I + an−1b

⊤
n−1)R = LR,

mit
L = (I + a1b

⊤
1 )(I + a2b

⊤
2 ) · · · (I + an−1b

⊤
n−1).

Beispiel 4.1. Gegeben sei die Matrix

A =




2 1 0
1 4 1
0 1 2


 ,

für welche sich

L1 =




1 0 0
−1

2
1 0

0 0 1




ergibt. Dann ist

A1 = L1A =




1 0 0
−1

2
1 0

0 0 1






2 1 0
1 4 1
0 1 2


 =




2 1 0
0 7

2
1

0 1 2


 ,

woraus sich

L2 =




1 0 0
0 1 0
0 −2

7
1




ergibt. Damit folgt

R = L2A1 =




1 0 0
0 1 0
0 −2

7
1






2 1 0
0 7

2
1

0 1 2


 =




2 1 0
0 7

2
1

0 0 12
7


 ,
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und

L = L−1
1 L−1

2 =




1 0 0
1
2

1 0
0 0 1






1 0 0
0 1 0
0 2

7
1


 =




1 0 0
1
2

1 0
0 2

7
1


 .

Das Gaußsche Eliminationsverfahren beschreibt also eine Realisierung der bekannten LR
Zerlegung einer gegebenen regulären Matrix A in das Produkt A = LR einer regulären
unteren Dreiecksmatrix L, und einer regulären oberen Dreicksmatrix R. Diese kann auch
durch einen geeigneten Ansatz realisiert werden, d.h. für A = LR ist




a11 · · · a1n
...

...
an1 · · · ann


 =




1
l21 1
l31 l32 1
...

...
. . .

ln1 ln2 · · · · · · 1







r11 r12 r13 · · · r1n
r22 r23 · · · r2n

r33
...

. . .
...

rnn




,

d.h.

aij =
n∑

k=1

likrkj =

min(i, j)∑

k=1

likrkj.

Für i ≤ j ist dann

aij =

i∑

k=1

likrkj =

i−1∑

k=1

likrkj + rij

und somit

rij = aij −
i−1∑

k=1

likrkj für i ≤ j = 1, . . . , n.

Für i > j ist

aij =

j∑

k=1

likrkj =

j−1∑

k=1

likrkj + lijrjj

und somit

lij =
1

rjj

[
aij −

j−1∑

k=1

likrkj

]
.

Dies ergibt die in Algorithmus 4.2 angegebene LR Zerlegung einer gegebenen regulären
Matrix A. Wie beim Gaußschen Eliminationsverfahren können die Matrizen L und R mit
der Ausgangsmatrix A identifiziert werden, man beachte diag L = I.
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For j = 1, . . . , n do
For k = 1, . . . , j − 1 do
For i = k + 1, . . . , j − 1 do
aij := aij − aikakj

For k = 1, . . . , j − 1 do
For i = j, n
aij = aij − aikakj

For i = j + 1, n do

aij =
aij
ajj

Algorithmus 4.2: LR Zerlegung ohne Pivotisierung.

Beispiel 4.2. Betrachtet wird wieder die Matrix

A =




2 1 0
1 4 1
0 1 2


 =




1 0 0
l21 1 0
l31 l32 1






r11 r12 r13
0 r22 r23
0 0 r33


 .

Dann ergibt sich:

a11 = 2 = r11 ⇒ r11 = 2,

a12 = 1 = r12 ⇒ r12 = 1,

a13 = 0 = r13 ⇒ r13 = 0,

a21 = 1 = l21r11 = 2l21 ⇒ l21 =
1

2
,

a22 = 4 = l21r12 + r22 =
1

2
+ r22 ⇒ r22 =

7

2
,

a23 = 1 = l21r13 + r23 = r23 ⇒ r23 = 1,

a31 = 0 = l31r11 = 2l31 ⇒ l31 = 0,

a32 = 1 = l31r12 + l32r22 =
7

2
l32 ⇒ l32 =

2

7
,

a33 = 2 = l31r13 + l32r23 + r33 =
2

7
+ r33 ⇒ r33 =

12

7
,

d.h.

L =




1 0 0
1
2

1 0
0 2

7
1



 , R =




2 1 0
0 7

2
1

0 0 12
7



 .

Für die Lösung eines linearen Gleichungssystems Ax = f mit der Faktorisierung A = LR,
d.h. LRx = f , ergibt sich mit der Transformation z = Rx die Lösung x aus

Lz = f, Rx = z .
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Im Folgenden wird die Transformation einer gegebenen Matrix A auf Dreiecksgestalt unter
Verwendung orthogonaler Matrizen

P = I − 2

v⊤v
v v⊤

betrachtet. Offensichtlich gilt

P⊤P =
(
I − 2

v⊤v
v v⊤

)(
I − 2

v⊤v
v v⊤

)

= I − 4

v⊤v
v v⊤ +

4

[v⊤v]2
v v⊤v v⊤ = I.

Weiters ist

Pv =
(
I − 2

v⊤v
v v⊤

)
v = −v,

und für w ∈ R
n mit v⊤w = 0 folgt

Pw =
(
I − 2

v⊤v
v v⊤

)
w = w .

Für einen beliebigen Vektor x ∈ R
n ergibt sich dann

x =
x⊤v

v⊤v
v +

x⊤w

w⊤w
w,

und somit

Px =
x⊤v

v⊤v
Pv +

x⊤w

w⊤w
Pw = −x⊤v

v⊤v
v +

x⊤w

w⊤w
w,

d.h. die Householder–Transformation P beschreibt eine Spiegelung von x an der durch den
Vektor v beschriebenen Ebene.

Für die Transformation einer gegebenen Matrix A auf obere Dreiecksgestalt betrachten
wir zunächst die Transformation der ersten Spalte a von A auf ein Vielfaches des ersten
Einheitsvektors e, d.h.

Pa =
(
I − 2

v⊤v
v v⊤

)
a = α e.

Es ist

Pa = a− 2
v⊤a

v⊤v
v = α e,

d.h., v is proportional zu a− α e,

2
v⊤a

v⊤v
v = a− α e .

Da die Definition von P die Normierung von v beinhaltet, kann insbesondere

v = a− α e
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gewählt werden. Aus

α e = Pa =
(
I − 2

v⊤v
v v⊤

)
a = a− 2

v⊤a

v⊤v
v

= a− 2
v⊤a

v⊤v

[
a− α e

]
=
[
1− 2

v⊤a

v⊤v

]
a+ 2

v⊤a

v⊤v
αe

folgt dann
2 v⊤a = v⊤v.

Mit

v⊤v =
(
a⊤ − αe⊤

)(
a− αe

)

= a⊤a− α e⊤a− α a⊤e+ α2 e⊤e

= a⊤a− 2αa11 + α2

und
v⊤a =

(
a⊤ − α e⊤

)
a = a⊤a− α e⊤a = a⊤a− α a11

ergibt sich aus

2
[
a⊤a− α a11

]
= 2 v⊤a = v⊤v = a⊤a− 2αa11 + α2

schliesslich
α2 = a⊤a,

und zur Vermeidung von Stellenauslöschungen wird

α =

{ −‖a‖2 für a11 ≥ 0,

‖a‖2 für a11 < 0

gesetzt.

Beispiel 4.3. Betrachtet wird wieder die Matrix

A =




2 1 0
1 4 1
0 1 2




mit

a =




2
1
0


 , ‖a‖2 =

√
5, α = −

√
5.

Dann ist

v = a− α e =




2 +
√
5

1
0


 , v⊤v = (2 +

√
5)2 + 1 = 10 + 4

√
5,
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und

P1 = I − 2

v⊤v
v v⊤ = I − 2

10 + 4
√
5




2 +
√
5

1
0



(

2 +
√
5 1 0

)

= I − 1

5 + 2
√
5




(2 +

√
5)2 2 +

√
5 0

2 +
√
5 1 0

0 0 0





=
1

5 + 2
√
5




5 + 2
√
5− (2 +

√
5)2 −2−

√
5 0

−2 −
√
5 5 + 2

√
5− 1 0

0 0 5 + 2
√
5




=
1

5 + 2
√
5




−4− 2
√
5 −2 −

√
5 0

−2−
√
5 4 + 2

√
5 0

0 0 5 + 2
√
5


 .

Damit ergibt sich

P1A =
1

5 + 2
√
5




−4− 2
√
5 −2 −

√
5 0

−2 −
√
5 4 + 2

√
5 0

0 0 5 + 2
√
5






2 1 0
1 4 1
0 1 2




=
1

5 + 2
√
5




−10− 5
√
5 −12− 6

√
5 −2−

√
5

0 14 + 7
√
5 4 + 2

√
5

0 5 + 2
√
5 10 + 4

√
5


 .

Auf die Konstruktion von P2 soll an dieser Stelle verzichtet werden.

Abschließend sollen die Givens–Rotationen

G =

(
α −β
β α

)

als orthogonale Transformationen betrachtet werden, d.h., aus

G⊤G =

(
α β
−β α

)(
α −β
β α

)
=

(
α2 + β2 0

0 α2 + β2

)

ergibt sich die Forderung
α2 + β2 = 1.

Durch die Anwendung von G soll die zweite Komponente eines gegebenen Vektors zu Null
transformiert werden, d.h.

(
α −β
β α

)(
x
y

)
=

(
x
0

)
.

Daraus folgt

βx+ αy = 0, α =
x√

x2 + y2
, β = − y√

x2 + y2
, x = αx− βy =

√
x2 + y2.
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Beispiel 4.4. Für die Matrix

A =




2 1 0
1 4 1
0 1 2




betrachten wir zunächst

a =

(
2
1

)
, x = 2, y = 1, α =

2√
5
, β = − 1√

5
,

d.h.

G1 =
1√
5




2 1 0
−1 2 0

0 0
√
5




Damit ist

G1A =
1√
5




2 1 0
−1 2 0

0 0
√
5








2 1 0
1 4 1
0 1 2



 =
1√
5




5 6 1
0 7 2

0
√
5 2

√
5



 .

Im zweiten Schritt betrachten wir

a =
1√
5

(
7√
5

)
, x =

7√
5
, y = 1, α =

7√
5√
54
5

=
7√
54

, β = −
√
5√
54

,

d.h.

G2 =
1√
54




√
54 0 0

0 7
√
5

0 −
√
5 7


 .

Damit ergibt sich

R = G2G1A =
1√
220




√
54 0 0

0 7
√
5

0 −
√
5 7






5 6 1
0 7 2

0
√
5 2

√
5




=
1√
220




5
√
54 6

√
54

√
54

0 54 24

0 0 12
√
15



 .

Somit folgt die Darstellung A = QR mit der orthogonalen Matrix

Q = G⊤
1 G

⊤
2 =

1√
220




2 −1 0
1 2 0

0 0
√
5









√
54 0 0

0 7 −
√
5

0
√
5 7



 .
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4.2 Stationäre Iterationsverfahren

Für eine reguläre Matrix B ∈ R
n×n und einen positiven reellen Parameter α ∈ R ist die

Lösung des linearen Gleichungssystems (4.1) äquivalent zur Lösung der Fixpunktgleichung

x = x− αB−1(Ax− f) . (4.2)

Diese Darstellung motiviert das Iterationsverfahren

xk+1 := xk − αB−1(Axk − f) = (I − αB−1A)xk + αB−1f, k = 0, 1, 2, . . . . (4.3)

Dabei ist x0 ∈ R
n eine beliebig gewählte Startnäherung . Die Konvergenz des Verfahrens

(4.3) der sukzessiven Approximation folgt aus dem Banachschen Fixpunktsatz:

Satz 4.1. Die Iterationsmatrix des Iterationsverfahrens (4.3) sei eine Kontraktion, das heißt

es gilt

‖I − αB−1A‖M ≤ q < 1 (4.4)

in einer zu einer Vektornorm ‖ · ‖V verträglichen Matrixnorm ‖ · ‖M . Dann konvergiert

das Iterationsverfahren (4.3) der sukzessiven Approximation gegen die eindeutig bestimmte

Lösung x = A−1f des linearen Gleichungssystems (4.1) und es gelten die a priori Fehler-

abschätzung

‖xk+1 − x‖V ≤ qk+1

1− q
‖x1 − x0‖V (4.5)

sowie die a posteriori Fehlerabschätzung

‖xk+1 − x‖V ≤ q

1− q
‖xk+1 − xk‖V . (4.6)

Beweis: Die Lösung x = A−1f des linearen Gleichungssystems (4.1) ist Lösung der Fix-
punktgleichung (4.2). Dann folgt

‖xk+1 − x‖V = ‖(I − αB−1A)(xk − x)‖V
≤ ‖I − αB−1A‖M‖xk − x‖V ≤ q ‖xk − x‖V

und durch wiederholtes Anwenden ergibt sich

‖xk+1 − x‖V ≤ qk+1 ‖x0 − x‖V → 0 für k → ∞

wegen q < 1 für jede beliebige Startnäherung x0 ∈ R
n.

Mit der Dreiecksungleichung

‖xk+1 − x‖V ≤ q ‖xk − x‖V ≤ q
(
‖xk − xk+1‖V + ‖xk+1 − x‖V

)

folgt die a posteriori Fehlerabschätzung (4.6). Aus

‖xk+1 − x‖V ≤ qk ‖x1 − x‖V
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und der a posteriori Fehlerabschätzung für k = 0,

‖x1 − x‖V ≤ q

1− q
‖x1 − x0‖V ,

ergibt sich schließlich die a priori Fehlerabschätzung (4.5).

Eine beliebige reguläre Matrix A ∈ R
n×n gestattet die Darstellung

A = L+D +R (4.7)

mit einer unteren Dreiecksmatrix L und einer oberen Dreiecksmatrix R,

L =




0
a21 0
a31 a32 0
...

. . .
. . .

an1 · · · · · · ann−1 0




, R =




0 a12 a13 · · · a1n
0 a23 a2n

. . .
. . .

...
0 an−1n

0




,

sowie einer Diagonalmatrix

D =




a11
a22

. . .

ann


 .

Wegen der Invertierbarkeit von A kann ohne Einschränkung der Allgemeinheit die Invertier-
barkeit der DiagonalmatrixD vorausgesetzt werden. Dann ist das lineare Gleichungssystem
(4.1) äquivalent zu der Fixpunktgleichung

Dx = f − (L+R)x,

woraus das Jacobi–Verfahren (Gesamtschrittverfahren)

xk+1 = D−1[f − (L+R)xk] = xk −D−1(Axk − f) (4.8)

folgt.

Sei x0 ∈ R
n eine beliebig gegebene Startnäherung.

Für k = 0, 1, 2, . . . berechne

rk = Axk − f, ̺k = (rk, rk) = ‖rk‖22.
Stoppe, wenn ̺k ≤ ε2̺0 mit einer vorgegebenen Fehlergenauigkeit ε
erreicht ist. Andernfalls berechne die neue Näherungslösung

xk+1
i =

1

aii

[
fi −

i−1∑

j=1

aijx
k
j −

n∑

j=i+1

aijx
k
j

]
für i = 1, . . . , n.

Algorithmus 4.3: Jacobi–Verfahren (Gesamtschrittverfahren).
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Satz 4.2. Für die Matrix A sei das strenge Zeilensummenkriterium

max
i=1,...,n

n∑

j=1,j 6=i

|aij|
|aii|

≤ q < 1

erfüllt. Dann konvergiert das Jacobi–Verfahren (4.8) für jede beliebige Startnäherung x0.

Beweis: In der zur Maximumnorm ‖ · ‖V = ‖ · ‖∞ verträglichen Zeilensummennorm
‖ · ‖M = ‖ · ‖∞ (vergleiche Lemma 3.2) folgt aus dem strengen Zeilensummenkriterium
für die Iterationsmatrix

‖I −D−1A‖∞ = max
i=1,...,n

n∑

j=1,j 6=i

|aij|
|aii|

≤ q < 1

und somit nach Satz 4.1 die Konvergenz des Jacobi–Verfahrens (4.8).

Ausgehend von der Zerlegung (4.7) ist das lineare Gleichungssystem (4.1) auch äquivalent
zu der Fixpunktgleichung

(D + L)x = f − Rx,

woraus das (vorwärtige) Gauß–Seidel–Verfahren (Einzelschrittverfahren)

xk+1 = (D + L)−1[f −Rxk] = xk − (D + L)−1[Axk − f ] (4.9)

abgeleitet werden kann.

Sei x0 ∈ R
n eine beliebig gegebene Startnäherung.

Für k = 0, 1, 2, . . . berechne

rk = Axk − f, ̺k = (rk, rk) = ‖rk‖22.
Stoppe, wenn ̺k ≤ ε2̺0 mit einer vorgegebenen Fehlergenauigkeit ε
erreicht ist. Andernfalls berechne die neue Näherungslösung

xk+1
i =

1

aii

[
fi −

i−1∑

j=1

aijx
k+1
j −

n∑

j=i+1

aijx
k
j

]
für i = 1, . . . , n.

Algorithmus 4.4: vorwärtiges Gauß–Seidel–Verfahren (Einzelschrittverfahren).

Satz 4.3. Für die Matrix A sei das strenge Zeilensummenkriterium wie in Satz 4.2 erfüllt.

Dann konvergiert das Gauß–Seidel–Verfahren (4.9) für jede beliebige Startnäherung x0.

Beweis: Für einen beliebig gegebenen Vektor y ∈ R
n entspricht die Berechnung von

z = (D + L)−1Ry der Lösung des linearen Gleichungssystems

(D + L)z = Ry .



104 4. Lineare Gleichungssysteme

Dann ist

z1 =
1

a11

n∑

j=2

a1jyj

und somit

|z1| ≤
n∑

j=2

|a1j|
|a11|

|yj| ≤ max
j=2,n

|yj|
n∑

j=2

|a1j |
|a11|

≤ q ‖y‖∞ .

Es gelte also
|zℓ| ≤ q ‖y‖∞ ≤ ‖y‖∞ für ℓ = 1, . . . , k − 1.

Dann folgt

|zk| =
1

|akk|

∣∣∣∣∣−
k−1∑

ℓ=1

akℓzℓ +

n∑

ℓ=k+1

akℓyℓ

∣∣∣∣∣

≤ 1

|akk|

[
max

ℓ=1,...,k−1
|zℓ|

k−1∑

ℓ=1

|akℓ|+ max
ℓ=k+1,...,n

|yℓ|
n∑

ℓ=k+1

|akℓ|
]

≤ ‖y‖∞
n∑

ℓ=1,ℓ 6=k

|akℓ|
|akk|

≤ q ‖y‖∞

für alle k = 2, . . . , n, und somit gilt

‖(D + L)−1Ry‖∞ = ‖z‖∞ ≤ q ‖y‖∞.

Da die Zeilensummennorm durch die Maximumnorm induziert wird, folgt

‖(D + L)−1R‖∞ = sup
06=y∈Rn

‖(D + L)−1Ry‖∞
‖y‖∞

≤ q < 1,

und nach Satz 4.1 ergibt sich die Konvergenz des Gauß–Seidel–Verfahrens.

Analog zu (4.9) kann das rückwärtige Gauß–Seidel–Verfahren

xk+1 = (D +R)−1[f − Lxk] = xk − (D +R)−1[Axk − f ]

hergeleitet und analysiert werden.

Sei x0 ∈ R
n eine beliebig gegebene Startnäherung.

Für k = 0, 1, 2, . . . berechne

rk = Axk − f, ̺k = (rk, rk) = ‖rk‖22.
Stoppe, wenn ̺k ≤ ε2̺0 mit einer vorgegebenen Fehlergenauigkeit ε
erreicht ist. Andernfalls berechne die neue Näherungslösung

xk+1
i =

1

aii

[
fi −

i−1∑

j=1

aijx
k
j −

n∑

j=i+1

aijx
k+1
j

]
für i = n, n− 1, . . . , 2, 1.

Algorithmus 4.5: rückwärtiges Gauß–Seidel–Verfahren (Einzelschrittverfahren).
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Das Gauß–Seidel–Verfahren (Algorithmus 4.4) konvergiert auch für jede symmetrische und
positiv definite Matrix A, siehe hierzu Satz 4.4 und Bemerkung 4.1.

Durch Einfügen eines Relaxationsparameters ω ∈ R+ können die bisher betrachteten Ite-
rationsverfahren abgeändert werden. Für ω > 1 werden diese als Überrelaxationsverfahren,
für ω < 1 als Unterrelaxationsverfahren bezeichnet.
Für xk ∈ R

n sei zunächst x̂k+1 ∈ R
n die durch das Jacobi–Verfahren (4.8) erhaltene

Näherungslösung mit

x̂k+1
i =

1

aii

[
fi −

n∑

j=1,j 6=i

aijx
k
j

]
für i = 1, . . . , n.

Dann kann eine neue Näherungslösung xk+1 erklärt werden als Konvexkombination zwi-
schen alter Näherungslösung xk, und der durch das klassische Jacobi–Verfahren berechneten
Näherung x̂k+1,

xk+1
i = (1− ω)xk

i + ωx̂k+1
i

= (1− ω)xk
i +

ω

aii

[
fi −

n∑

j=1,j 6=i

aijx
k
j

]

= xk
i −

ω

aii

[
n∑

j=1

aijx
k
j − fi

]
.

Somit ergibt sich die Iterationsvorschrift des ω–Jacobi–Verfahren,

xk+1 = xk − ωD−1[Axk − f ] . (4.10)

Wird für xk die neue Näherungslösung x̂k+1 durch das vorwärtige Gauß–Seidel–Verfahren
(4.9) berechnet und die Konvexkombination mit der alten Näherungslösung xk gebildet,

x̂k+1
i =

1

aii

[
fi −

i−1∑

j=1

aijx
k+1
j −

n∑

j=i+1

aija
k
j

]
, xk+1

i = (1− ω)xk
i + ωx̂k+1

i ,

dann ergibt sich

xk+1
i = (1− ω)xk

i + ωx̂k+1
i

= (1− ω)xk
i +

ω

aii

[
fi −

i−1∑

j=1

aijx
k+1
j −

n∑

j=i+1

aijx
k
j

]

= xk
i +

ω

aii

[
fi −

i−1∑

j=1

aijx
k+1
j −

n∑

j=i

aijx
k
j

]
.

In Vektorschreibweise ist dies gleichbedeutend mit

xk+1 = xk + ωD−1[f − Lxk+1 − (D +R)xk]
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bzw. mit
(I + ωD−1L)xk+1 = xk + ωD−1[f − (D +R)xk].

Durch weiteres Umformen erhält man daraus mit

xk+1 = xk − ω(D + ωL)−1[Axk − f ] (4.11)

die Iterationsvorschrift des (vorwärtigen) sukzessiven Überrelaxationsverfahrens (SOR Ver-
fahren).

Satz 4.4. Sei A eine symmetrische und positiv definite Matrix. Dann konvergiert das SOR–

Verfahren (4.11) genau dann, wenn 0 < ω < 2 erfüllt ist.

Beweis: Für eine symmetrische Matrix A kann die Spektralnorm ‖A‖2 mit dem Spektral-
radius ̺(A) identifiziert werden,

‖A‖2 = ̺(A) = max
k=1,...,n

|λk(A)| .

Zu untersuchen sind deshalb die Eigenwerte der Iterationsmatrix

M = I − ω(D + ωL)−1A .

Sei λ ∈ R ein beliebiger Eigenwert von M und z ∈ R
n der zugehörige Eigenvektor, d.h. es

gilt
Mz = [I − ω(D + ωL)−1A]z = λ z

bzw.
[(D + ωL)− ωA] z = λ (D + ωL)z .

Mit der Zerlegung A = D + L+ L⊤ der symmetrischen Matrix A folgt daraus

[(1− ω)D − ωL⊤]z = λ(D + ωL)z .

Durch Bilden des Euklidischen Skalarproduktes dieser Gleichheit mit z ergibt sich

(1− ω)(Dz, z)− ω(L⊤z, z) = λ [(Dz, z) + ω(Lz, z)] .

Mit

(L⊤z, z) = (Lz, z) =
1

2

[
(Lz, z) + (L⊤z, z)

]
=

1

2
[(Az, z)− (Dz, z)]

und durch Multiplikation mit 2 folgt dann die Gleichheit

(2− ω)(Dz, z)− ω(Az, z) = λ [(2− ω)(Dz, z) + ω(Az, z)]

und somit die Darstellung

λ =
(2− ω)(Dz, z)− ω(Az, z)

(2− ω)(Dz, z) + ω(Az, z)
.

Aus der positiven Definitheit von A folgt dabei

d := (Dz, z) > 0, a := (Az, z) > 0

und die Forderung |λ| < 1 ist genau dann erfüllt, wenn ω ∈ (0, 2) gilt.
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Bemerkung 4.1. Aus der Konvergenz des SOR–Verfahrens für ω = 1 folgt insbesondere

die Konvergenz des Gauß–Seidel–Verfahrens (4.9) für symmetrische und positiv definite

Matrizen A.

Analog zum vorwärtigen SOR–Verfahren lautet die Iterationsvorschrift des rückwärtigen
SOR–Verfahrens

xk+1 := xk − ω(D + ωR)−1[Axk − f ]. (4.12)

Man bemerkt, daß beim SOR–Verfahren selbst für symmetrische Matrizen A eine im all-
gemeinen nichtsymmetrische Matrix B = (D + ωL) entsteht. Durch Verknüpfung des vor-
wärtigen SOR–Verfahrens (4.11) mit der rückwärtigen Variante (4.12),

xk+1/2 = xk − ω(D + ωL)−1[Axk − f ],

xk+1 = xk+1/2 − ω(D + ωR)−1[Axk+1/2 − f ]

entsteht die Iterationsvorschrift des symmetrischen sukzessiven Überrelaxationsverfahrens
(SSOR Verfahren),

xk+1 = xk − ω(2− ω)(D + ωR)−1D(D + ωL)−1[Axk − f ] . (4.13)

Für eine allgemeinere Konvergenzuntersuchung des stationären Iterationsverfahrens (4.3)
der sukzessiven Approximation wird nun zunächst der Fall B = I betrachtet,

xk+1 = xk − α[Axk − f ] . (4.14)

Die Matrix A sei dabei positiv definit,

(Ax, x) ≥ cA1 ‖x‖22 für alle x ∈ R
n, (4.15)

und beschränkt,
‖Ax‖2 ≤ cA2 ‖x‖2 für alle x ∈ R

n. (4.16)

Satz 4.5. Sei A eine beschränkte und positiv definite Matrix, das heißt es gelten die Un-

gleichungen (4.16) und (4.15). Dann konvergiert das Iterationsverfahren (4.14) für den

Relaxationsparameter

0 < α < 2
cA1
[cA2 ]

2

und die optimale Konvergenzrate wird angenommen für

α∗ =
cA1
[cA2 ]

2
.

Dann gilt die Fehlerabschätzung

‖xk+1 − x‖22 ≤
[
1−

(
cA1
cA2

)2
]k+1

‖x0 − x‖22 .
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Beweis: Durch Übergang zum Euklidischen Skalarprodukt folgt mit den Voraussetzungen
(4.15) und (4.16) für die Iterationsvorschrift (4.14)

‖xk+1 − x‖22 = ‖(I − αA)(xk − x)‖22
=
(
(I − αA)(xk − x), (I − αA)(xk − x)

)

=
(
xk − x, xk − x

)
− 2α

(
A(xk − x), xk − x

)
+ α2

(
A(xk − x), A(xk − x)

)

= ‖xk − x‖22 − 2α
(
A(xk − x), xk − x

)
+ α2‖A(xk − x)‖22

≤
(
1− 2αcA1 + α2[cA2 ]

2
)
‖xk − x‖22 .

Damit ergibt sich Konvergenz für

1− 2αcA1 + α2[cA2 ]
2 < 1

und somit für

0 < α < 2
cA1
[cA2 ]

2
.

Insbesondere für

α∗ =
cA1
[cA2 ]

2

ergibt sich mit

‖xk+1 − x‖22 ≤
[
1−

(
cA1
cA2

)2
]
‖xk − x‖22

die optimale Konvergenzrate.

In vielen Anwendungen ist das Verhältnis cA1 /c
A
2 abhängig von der Dimension n der

Systemmatrix A ∈ R
n×n. Insbesondere bei numerischen Näherungsverfahren für gewöhnli-

che oder partielle Differentialgleichungen gilt oft cA1 /c
A
2 → 0 für n → ∞, und somit ergibt

sich eine schlechtere Konvergenzrate für großdimensionierte Gleichungssysteme. Durch eine
geeignet gewählte Transformation des linearen Gleichungssystems Ax = f sollen Verfahren
hergeleitet werden, deren Konvergenzverhalten möglichst unabhängig von der betrachteten
Problemgröße, das heißt unabhängig von der Dimension n sind.

Sei B = B⊤ ∈ R
n×n eine zunächst beliebige symmetrische und positiv definite Matrix mit

positiven Eigenwerten λk(B). Für B gilt dann die Faktorisierung (3.14),

B = V DV ⊤, D = diag(λk(B))nk=1,

mit einer orthogonalen Matrix V , welche durch die zueinander orthogonalen Eigenvektoren
von B gebildet wird. Dann ist

B1/2 = V D1/2V ⊤, D1/2 = diag(
√

λk(B))nk=1,

und es gilt B = B1/2B1/2. Weiter bezeichne B−1/2 die inverse Matrix von B1/2.
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Anstelle des linearen Gleichungssystems Ax = f wird jetzt das dazu äquivalente System

B−1/2AB−1/2B1/2x = B−1/2f

betrachtet. Mit
Ã = B−1/2AB−1/2, x̃ = B1/2x, f̃ = B−1/2f (4.17)

kann zur Lösung des transformierten Systems Ãx̃ = f̃ das Iterationsverfahren (4.14) ver-
wendet werden,

x̃k+1 = x̃k − α[Ãx̃k − f̃ ].

Einsetzen der Transformationen (4.17) und Multiplikation mit B−1/2 liefert das vorkondi-
tionierte Iterationsverfahren der sukzessiven Approximation,

xk+1 = xk − αB−1[Axk − f ]. (4.18)

Die Konvergenz des vorkonditionierten Iterationsverfahrens (4.18) folgt nach Satz 4.5 für

α ∈ (0, 2cÃ1 /[c
Ã
2 ]

2) mit

(Ãx̃, x̃) ≥ cÃ1 ‖x̃‖22, ‖Ãx̃‖2 ≤ cÃ2 ‖x̃‖2 für alle x̃ ∈ R
n.

Aus Satz 4.5 ergibt sich die Konvergenzabschätzung

‖x̃k+1 − x̃‖22 ≤


1−

(
cÃ1

cÃ2

)2



k+1

‖x̃0 − x̃‖22.

Einsetzen der Transformationen (4.17) liefert unter Berücksichtigung von

‖x̃‖22 = (x̃, x̃) = (B1/2x,B1/2x) = (Bx, x)

und
‖Ãx̃‖22 = ‖B−1/2Ax‖22 = (B−1/2Ax,B−1/2Ax) = (B−1Ax,Ax)

die Fehlerabschätzung

‖xk+1 − x‖2B ≤


1−

(
cÃ1

cÃ2

)2


k+1

‖x0 − x‖2B

sowie die Ungleichungen

(Ax, x) ≥ cÃ1 (Bx, x), (B−1Ax,Ax) ≤ [cÃ2 ]
2(Bx, x) (4.19)

für alle x ∈ R
n. Die Matrix B wird als Vorkonditionierung zu A bezeichnet, falls die

Ungleichungen (4.19) mit Konstanten cÃi unabhängig von der Dimension n erfüllt sind,
und falls die Anwendung der inversen Matrix B−1 effizient realisiert werden kann. Für
eine positiv definite Matrix A ergibt sich mit B = diag A gerade das ω–Jacobi–Verfahren
(4.10), wobei mit den Ungleichungen (4.19) die Konstanten cÃi und somit die zulässigen
Relaxationsparameter fixiert werden können.
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Beispiel 4.5. Für das aus einer FEM–Approximation resultierende lineare Gleichungssy-

stem Ahu = f mit der Steifigkeitsmatrix

Ah =
1

h




2 −1
−1 2 −1

. . .
. . .

. . .

−1 2 −1
−1 2




∈ R
(n−1)×(n−1)

mit den durch

vℓi = sin ℓ
iπ

n
für i = 1, . . . , n− 1, ℓ = 1, . . . , n− 1,

gegebenen Eigenvektoren vℓ ∈ R
n−1 und dem zugehörigen Eigenwert

λℓ(Ah) =
4

h
sin2 ℓπ

2n

wird das ω–Jacobi–Verfahren betrachtet,

uk+1 = uk − ωD−1
h (Ahu

k − f).

Dabei ist Dh = diagAh = 2h−1 In−1. Für den zugehörigen Fehler ergibt sich

uk+1 − u = (I − ω
h

2
Ah)(u

k − u) = (I − ω
h

2
Ah)

k+1(u0 − u).

Wird der Anfangsfehler e0 = u0 − u in die Eigenvektoren vℓ der Steifigkeitsmatrix Ah

entwickelt,

e0 =

n−1∑

ℓ=1

αℓ v
ℓ,

dann folgt

ek+1 =
n−1∑

ℓ=1

αℓ

(
I − ω

h

2
Ah

)k+1

vℓ =
n−1∑

ℓ=1

αℓ

[
1− ω

h

2
λℓ(Ah)

]k+1

vℓ

=
n−1∑

ℓ=1

αℓ

[
1− 2ω sin2 ℓπ

2n

]k+1

vℓ.

In diesem Fall konvergiert das ω–Jacobi–Verfahren für alle ω ∈ (0, 1], wobei die Konver-

genzrate durch den zu ℓ = 1 gehörenden Eigenwert

1− 2ω sin2 π

2n
= 1− 2ω sin2 πh

2
= 1−O(h2)

dominiert wird. Andererseits ist für ℓ = n− 1

1− 2ω sin2 ℓπ

2n
= 1− 2ω sin2 (n− 1)π

2n
= 1− 2ω −O(h2),
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bzw. für ℓ = n/2

1− 2ω sin2 ℓπ

2n
= 1− 2ω sin2 π

4
= 1− 2ω

(√
2

2

)2

= 1− ω .

Für

ω =
2

3
folgt dann ∣∣∣∣1− 2ω sin2 ℓπ

2n

∣∣∣∣ ≤
1

3
für ℓ =

n

2
, . . . , n− 1.

In diesem Fall werden bei der Anwendung des ω–Jacobi–Verfahrens mit ω = 2/3 die Koef-

fizienten αℓ des Anfangsfehlers e0 mit ℓ = n/2, . . . , n− 1 besonders stark gedämpft. Diese

entsprechen den hochfrequenten Eigenvektoren der Steifigkeitsmatrix Ah. Die verbleiben-

den Koeffizienten aℓ für ℓ = 1, . . . , n/2 − 1, d.h. für die niedrigfrequenten Eigenvektoren,

entsprechen aber gerade wieder dem Ausgangsproblem für eine Diskretisierung mit dop-

pelter Schrittweite. Mit anderen Worten, der verbleibende Fehler nach einigen Schritten

des ω–Jacobi–Verfahrens kann auf einem gröberen Gitter dargestellt werden. Die rekursive

Anwendung führt dann auf Mehrgitterverfahren [4, 7].

Die Wahl der zulässigen und optimalen Relaxationsparameter α des vorkonditionierten
Iterationsverfahrens (4.18) hängt gemäß Satz 4.5 wesentlich von den Konstanten cÃi der
Ungleichungen (4.19) ab. Diese sind aber im allgemeinen unbekannt bzw. können nur nä-
herungsweise bestimmt werden. Deshalb sollen nun Verfahren betrachtet werden, die die
Berechnung eines optimalen Relaxationsparameters α in jedem Iterationsschritt beinhal-
ten.

4.3 Das Gradientenverfahren des steilsten Abstiegs

Die Lösung des linearen Gleichungssystems Ax = f ist äquivalent zur Minimierung eines
Funktionals

F (z) = ‖Az − f‖2V
in einer geeigneten Vektornorm ‖ · ‖V . Ist die Matrix A symmetrisch und positiv definit,
so kann das Funktional

F (z) = ‖Az − f‖2A−1 = (A−1(Az − f), Az − f)2 = (z − x,Az − f)2

= (z − x,A(z − x))2 = (Az, z)2 − 2 (Ax, z)2 + (Ax, x)2

= ‖z − x‖2A = (Az, z)2 − 2(f, z)2 + ‖x‖2A
gewählt werden. Für die Auswertung des Gradienten von F für eine gegebene Näherungs-
lösung xk zur Minimierung des Funktionals ergibt sich

∇F (z)|z=xk = 2(Az − f)|z=xk = 2(Axk − f) = 2rk.
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Zur Bestimmung der neuen Näherungslösung

xk+1 = xk − αkr
k

bleibt das Funktional F (xk+1) bezüglich des reellen Parameters αk zu minimieren,

F (xk+1) = F (xk − αkr
k) = min

α∈R
F (xk − αrk).

Wegen

F (xk − αrk) = ||xk − αrk − x||2A
= (A(xk − x− αrk), xk − x− αrk)

= (A(xk − x), xk − x)− 2α(A(xk − x), rk) + α2(Ark, rk)

= F (xk)− 2α(rk, rk) + α2(Ark, rk)

wird das Minimum angenommen für

αk =
(rk, rk)

(Ark, rk)
.

Das resultierende Verfahren ist das Gradientenverfahren des steilsten Abstiegs.

Für eine beliebig gegebene Startnäherung x0 ∈ R
n sei r0 = Ax0 − f.

Für k = 0, 1, 2, . . . berechne

̺k = (rk, rk) = ‖rk‖22.
Stoppe, wenn ̺k ≤ ε2̺0 mit einer vorgegebenen Fehlergenauigkeit ε
erreicht ist. Andernfalls bestimme die neue Näherungslösung:

vk = Ark, αk =
(rk, rk)

(vk, rk)
,

xk+1 = xk − αkr
k, rk+1 = rk − αkv

k.

Algorithmus 4.6: Gradientenverfahren des steilsten Abstiegs.

Satz 4.6. Sei A symmetrisch und positiv definit und gelte

(Ax, x) ≥ cA1 ‖x‖22, ‖Ax‖2 ≤ cA2 ‖x‖2

für alle x ∈ R
n. Dann konvergiert das Gradientenverfahren des steilsten Abstiegs mit

‖xk+1 − x‖2A ≤
[
1−

(
cA1
cA2

)2
]k+1

‖x0 − x‖2A.
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Beweis: Für die symmetrische und positiv definite Matrix A gilt die Faktorisierung A =
V DV ⊤ mit der durch die orthogonalen Eigenvektoren von A gebildeten Matrix V und mit
der DiagonalmatrixD = diag(λk(A))

n
k=1 mit den positiven Eigenwerten λk(A) von A. Dann

ist A = A1/2A1/2 mit der symmetrischen und positiv definiten Matrix A1/2 = V D1/2V ⊤,
D1/2 = diag(

√
λk(A))

n
k=1.

Aus den Voraussetzungen an die symmetrische und positiv definite Matrix A folgt dann

(rk, xk − x)A = (rk, A(xk − x)) = (A(xk − x), A(xk − x))

= (AA1/2(xk − x), A1/2(xk − x))

≥ cA1 ‖A1/2(xk − x)‖22 = cA1 ‖xk − x‖2A
sowie

‖rk‖2A = (Ark, rk) = (AA(xk − x), A(xk − x))

= (AA1/2(xk − x), AA1/2(xk − x))

= ‖AA1/2(xk − x)‖22 ≤ (cA2 )
2 ‖A1/2(xk − x)‖22 = (cA2 )

2 ‖xk − x‖2A.
Dann ist

‖xk − αrk − x‖2A = ‖xk − x‖2A − 2α(rk, xk − x)A + α2‖rk‖2A
≤

[
1− 2αcA1 + α2(cA2 )

2
]
‖xk − x‖2A.

Für

x̂k+1 = xk − α̂kr
k, α̂k =

cA1
[cA2 ]

2

gilt dann

‖x̂k+1 − x‖2A ≤
[
1−

(
cA1
cA2

)2
]
‖xk − x‖2A.

Die Behauptung folgt schließlich aus

‖xk+1 − x‖2A = min
α∈R

‖xk − αrk − x‖2A ≤ ‖x̂k+1 − x‖2A.

Beispiel 4.6. Die Anwendung des Gradientenverfahrens des steilsten Abstiegs soll am Bei-

spiel der iterativen Lösung des linearen Gleichungssystems
(

2 1
1 2

)(
x1

x2

)
=

(
5
4

)

mit der exakten Lösung x1 = 2 und x2 = 1 veranschaulicht werden. Für das zu minimie-

rende Funktional ergibt sich dann

F (z) = ‖z − x‖2A =

((
2 1
1 2

)(
z1 − 2
z2 − 1

)
,

(
z1 − 2
z2 − 1

))
.

In Tabelle 4.1 sind die Näherungslösungen xk und die zugehörigen Werte des Funktionals

F (xk) angegeben.
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k xk
1 xk

2 F (xk)

0 0.000 0.000 14
1 1.680 1.344 2.213 –1
2 1.968 0.984 3.499 –3
3 1.995 1.005 5.530 –5

Tabelle 4.1: Näherungslösungen xk.

-3

-2

-1

 0

 1

 2

 3

 4

 5

-2 -1  0  1  2  3  4  5  6

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 1.4

 1.6  1.8  2  2.2  2.4

Abbildung 4.1:
Konvergenzverhalten des Gradientenverfahrens des steilsten Abstiegs.

Die Näherungslösungen xk und die dadurch beschriebenen Äquipotentiallinien des Funktio-

nals F (z) = F (xk) veranschaulichen in Abbildung 4.1 einen Nachteil von Gradientenverfah-

ren: Zueinander parallele oder fast parallele Suchrichtungen können während der Iteration

mehrmals durchlaufen werden. Dies motiviert die Orthogonalisierung von Suchrichtungen.

4.4 Das Verfahren konjugierter Gradienten

Sei A = A⊤ > 0 symmetrisch und positiv definit. Ein System von linear unabhängigen
Vektoren {pk}n−1

k=0 heißt A–orthogonal oder konjugiert, falls

(Apk, pℓ) = 0 für k, ℓ = 0, . . . , n− 1 und k 6= ℓ

sowie

(Apk, pk) > 0 für k = 0, . . . , n− 1

erfüllt ist. Die letzte Forderung folgt dabei unmittelbar aus der positiven Definitheit von A.
Für ein zunächst beliebig gegebenes System linear unabhängiger Vektoren {wk}n−1

k=0 kann
mittels des Gram–Schmidtschen–Orthogonalisierungsverfahrens ein System orthogonaler
Vektoren {pk}n−1

k=0 konstruiert werden:
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Setze
p0 := w0

Für k = 0, . . . , n− 2 berechne

pk+1 := wk+1 −
k∑

ℓ=0

βk,ℓp
ℓ, βk,ℓ =

(Awk+1, pℓ)

(Apℓ, pℓ)

Algorithmus 4.7: Konstruktion A–orthogonaler Vektoren.

Einsetzen des Lösungsansatzes

x = x0 −
n−1∑

ℓ=0

αℓp
ℓ

in das lineare Gleichungssystem Ax = f ergibt

Ax = Ax0 −
n−1∑

ℓ=0

αℓAp
ℓ = f.

Das Bilden des Euklidischen Skalarproduktes mit pk liefert wegen der A–Orthogonalität

des Vektorsystems {pk}n−1
k=0

(Ax0, pk)−
n−1∑

ℓ=0

αℓ (Apℓ, pk)
︸ ︷︷ ︸

= 0 für ℓ 6= k

= (f, pk)

und somit

αk =
(Ax0 − f, pk)

(Apk, pk)
für k = 0, . . . , n− 1.

Für die Näherungslösung

xk+1 = x0 −
k∑

ℓ=0

αℓp
ℓ = x0 −

k−1∑

ℓ=0

αℓp
ℓ − αkp

k = xk − αkp
k

ist das zugehörige Residuum gegeben durch

rk+1 = Axk+1 − f = Ax0 −
k∑

ℓ=0

αℓAp
ℓ − f = Axk − f − αkAp

k = rk − αkAp
k

und wegen
(Apℓ, pk) = 0 für k 6= ℓ

folgt

(Ax0 − f, pk) = (Ax0 −
k−1∑

ℓ=0

αℓAp
ℓ − f, pk) = (rk, pk)
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und somit

αk =
(rk, pk)

(Apk, pk)
.

Damit ergibt sich für k = 0, . . . , n− 2 die Iterationsvorschrift

xk+1 = xk − αkp
k, rk+1 = rk − αkAp

k, αk =
(rk, pk)

(Apk, pk)
.

Nach Konstruktion gilt
(rk+1, pk) = (rk − αkAp

k, pk) = 0

für alle k = 0, . . . , n− 2 und somit für k = 1 die Induktionsvoraussetzung

(rk, pℓ) = (r1, p0) = 0 für ℓ = 0, . . . , k − 1.

Durch vollständige Induktion folgt, daß dann auch

(rk+1, pℓ) = 0 für alle ℓ = 0, . . . , k

für alle k = 2, . . . , n− 1 gilt. Zunächst ist

(rk+1, pk) = 0

und für ℓ < k folgt aus der Induktionsvoraussetzung und der A–Orthogonalität

(rk+1, pℓ) = (rk − αkAp
k, pℓ) = (rk, pℓ)− αk(Ap

k, pℓ) = 0.

Insgesamt gilt also

(rk+1, pℓ) = 0 für ℓ = 0, . . . , k und k = 0, . . . , n− 2.

Aus der Konstruktion der Suchrichtungen,

pℓ = wℓ −
ℓ−1∑

j=0

βℓ−1,jp
j bzw. wℓ = pℓ +

ℓ−1∑

j=0

βℓ−1,jp
j ,

folgt weiterhin

(rk+1, wℓ) = (rk+1, pℓ) +
ℓ−1∑

j=0

βℓ−1,j(r
k+1, pj) = 0 für ℓ = 0, . . . , k.

Damit ist das Residuum rk+1 orthogonal zu allen Basisvektoren wℓ, ℓ = 0, . . . , k. Das
Vektorsystem

{w0, w1, . . . , wk, rk+1}
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ist also linear unabhängig, so daß die neue Suchrichtung als

wk+1 = rk+1 bzw. wℓ = rℓ für ℓ = 0, . . . , n− 1

gewählt werden kann. Damit folgt

(rk+1, pℓ) = (rk+1, rℓ) = 0 für ℓ = 0, . . . , k und k = 0, . . . , n− 2.

Für das Orthogonalisierungsverfahren nach Gram–Schmidt ergibt sich dann

p0 = w0 = r0, pk+1 = rk+1 −
k∑

ℓ=0

βkℓp
ℓ für k = 0, . . . , n− 2

mit

βkℓ =
(Awk+1, pℓ)

(Apℓ, pℓ)
=

(rk+1, Apℓ)

(Apℓ, pℓ)
.

Ohne Einschränkung der Allgemeinheit sei αℓ 6= 0. Andernfalls würde aus der Rekursion

rℓ+1 = rℓ − αℓAp
ℓ

und der Orthogonalität
(rℓ+1, rℓ) = 0

die Gleichheit
0 = (rℓ+1, rℓ) = (rℓ, rℓ)

folgen und somit die Forderung rℓ = 0 nach sich ziehen, d.h. xℓ = x ist die exakte Lösung
des linearen Gleichungssystems Ax = f .
Aus

rℓ+1 = rℓ − αℓAp
ℓ

folgt dann

Apℓ =
1

αℓ
[rℓ − rℓ+1]

und somit ergibt sich für den Zähler von βkℓ

(rk+1, Apℓ) =
1

αℓ
(rk+1, rℓ − rℓ+1) = 0 für ℓ = 0, . . . , k − 1

und daher
βkℓ = 0 für ℓ = 0, . . . , k − 1.

Weiterhin ist

(rk+1, Apk) =
1

αℓ
(rk+1, rk+1) für ℓ = k.

Damit ergibt sich
pk+1 = rk+1 − βkp

k
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mit

βk =
(rk+1, Apk)

(Apk, pk)
= − 1

αk

(rk+1, rk+1)

(Apk, pk)
.

Aus
rk+1 = rk − αkAp

k

folgt
αkAp

k = rk − rk+1

und somit

αk(Ap
k, pk) = (rk − rk+1, pk) = (rk, pk) = (rk, rk − βk−1p

k−1) = (rk, rk) = ρk.

Damit ist schließlich
βk = −ρk+1

ρk

bzw.

αk =
(rk, pk)

(Apk, pk)
=

ρk
(Apk, pk)

.

Die resultierende Methode ist das Verfahren konjugierter Gradienten (CG), welches auf
Hestenes und Stiefel [6] zurückgeht.

Für eine beliebig gegebene Startnäherung x0 ∈ R
n sei r0 = Ax0 − f .

Setze p0 := r0 und berechne ̺0 = (r0, r0). Stoppe, falls ̺0 < ε2 mit
einer vorgegebenen Fehlergenauigkeit ε erreicht ist.

Berechne für k = 0, 1, . . . , n− 2 :

sk = Apk, σk = (sk, pk), αk =
̺k
σk

xk+1 := xk − αkp
k

rk+1 := rk − αks
k

̺k+1 := (rk+1, rk+1)

Stoppe, falls ̺k+1 < ε2̺0 mit einer vorgegebenen Fehlergenauigkeit ε
erreicht ist. Berechne andernfalls die neue Suchrichtung

pk+1 := rk+1 + βkp
k, βk :=

̺k+1

̺k

Algorithmus 4.8: Iterationsvorschrift des konjugierten Gradientenverfahrens.

Aus den Induktionsvoraussetzungen

r0 ∈ span{r0}, p0 = r0 ∈ span{r0}

folgt wegen
rℓ+1 = rℓ − αℓAp

ℓ, pℓ+1 = rℓ+1 + βℓp
ℓ
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durch vollständige Induktion nach ℓ = 0, . . . , k − 1

pk ∈ span{r0, Ar0, . . . , Akr0} =: Sk(A, r
0).

Hierbei bezeichnet Sk(A, r
0) den k–ten Krylov–Raum der Matrix A zum Anfangsresiduum

r0. Nach Konstruktion ist durch

Sk(A, r
0) = span{p0, p1, . . . , pk}

eine A–orthogonale Basis von Sk(A, r
0) gegeben.

Satz 4.7. Für eine symmetrische und positiv definite Matrix A = A⊤ > 0 konvergiert das

konjugierte Gradientenverfahren mit der Konvergenzabschätzung

||xk − x||A ≤ 2qk

1 + q2k
‖e0‖A

mit

q =

√
κ2(A) + 1√
κ2(A)− 1

, κ2(A) = ‖A‖2‖A−1‖2 =
λmax(A)

λmin(A)
.

Beweis: Für die durch das konjugierte Gradientenverfahren konstruierte Näherungslösung

xk = x0 −
k−1∑

ℓ=0

αℓp
ℓ

folgt aus der A–Orthogonalität der Suchrichtungen pℓ für die durch die symmetrische und
positiv definite Matrix A induzierte Norm des Fehlers

‖xk − x‖2A = ‖
n−1∑

ℓ=k

αℓp
ℓ‖2A =

n−1∑

ℓ=k

n−1∑

j=k

αℓαj(Ap
ℓ, pj) =

n−1∑

ℓ=k

α2
ℓ‖pℓ‖2A.

Für eine beliebige Linearkombination

w =

k−1∑

ℓ=0

wℓp
ℓ

mit beliebigen Koeffizienten w0, . . . , wk−1 folgt analog

‖x0 − w − x‖2A =
k−1∑

ℓ=0

[wℓ − αℓ]
2 ‖pℓ‖2A +

n−1∑

ℓ=k

α2
ℓ ‖pℓ‖2A,

und somit
‖xk − x‖A ≤ ‖x0 − w − x‖A für alle w ∈ Sk−1(A, r

0).
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Die Näherungslösung xk ist also Lösung des Minimierungsproblems

‖xk − x‖A = min
w∈Sk−1(A,r0)

‖x0 − w − x‖A.

Mit
r0 = Ax0 − f = A(x0 − x) = Ae0, e0 = x0 − x

ergibt sich

x0 − w − x = e0 −
k−1∑

ℓ=0

wℓA
ℓr0 = e0 −

k−1∑

ℓ=0

wℓA
ℓ+1e0 =

k∑

ℓ=0

w̃ℓA
ℓe0

mit w̃0 = 1 und w̃ℓ = wℓ−1 für ℓ = 1, . . . , k. Damit gilt

x0 − w − x = pk(A)e
0

mit einem Matrix–Polynom pk ∈ Π1
k, d.h. x

k ist Lösung des Minimierungsproblems

‖xk − x‖A = min
pk∈Π1

k

‖pk(A)e0‖A.

Die Eigenvektoren {vj}nj=1 der symmetrischen und positiv definiten Matrix A bilden ein
Orthonormalsystem. Die zugehörigen Eigenwerte von A seien λj(A). Dann ergibt sich für
den Anfangsfehler

e0 =
n∑

j=1

(e0, vj)vj

und in der Folge

pk(A)e
0 = pk(A)

n∑

j=1

(e0, vj)vj =
n∑

j=1

(e0, vj)pk(A)v
j =

n∑

j=1

(e0, vj)pk(λj(A))v
j.

Aus der Orthonormalität der Eigenvektoren vj ergibt sich weiterhin

‖pk(A)e0‖2A = (Apk(A)e
0, pk(A)e

0)

= (A
n∑

j=1

(e0, vj)pk(λj(A))v
j,

n∑

i=1

(e0, vi)pk(λi(A))v
i)

= (

n∑

j=1

(e0, vj)pk(λj(A))λj(A)v
j,

n∑

i=1

(e0, vi)pk(λi(A))v
i)

=
n∑

i=1

n∑

j=1

(e0, vi)(e0, vj)pk(λi(A))pk(λj(A))λj(A)(v
j, vi)

=

n∑

j=1

(e0, vj)2[pk(λj(A))]
2λj(A)

≤ max
j=1,...,n

[pk(λj(A))]
2

n∑

j=1

(e0, vj)2λj(A) = max
j=1,...,n

[pk(λj(A))]
2 ‖e0‖2A
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und somit

‖xk − x‖A ≤ min
pk∈Π1

k

max
j=1,...,n

|pk(λj(A))| ‖e0‖A ≤ min
pk∈Π1

k

max
λ∈[λmin(A),λmax(A)]

|pk(λ)| ‖e0‖A .

Mit Satz 1.3 ist schließlich

min
pk∈Π1

k

max
λ∈[λmin,λmax]

|pk(λ)| =
2qk

1 + q2k
, q =

√
λmax(A) +

√
λmin(A)√

λmax(A)−
√

λmin(A)
=

√
κ2(A) + 1√
κ2(A)− 1

.

Die Konvergenzgeschwindigkeit des konjugierten Gradientenverfahrens wird maßgeblich
durch die extremalen Eigenwerte der Matrix A bestimmt. Aus der Charakterisierung der
extremalen Eigenwerte mittels des Rayleigh–Quotienten,

λmin(A) = min
06=x∈Rn

(Ax, x)

(x, x)
≤ max

06=x∈Rn

(Ax, x)

(x, x)
= λmax(A),

folgt
λmin(A) (x, x) ≤ (Ax, x) ≤ λmax(A) (x, x) für alle x ∈ R

n.

Aus den Spektraläquivalenzungleichungen

cA1 (x, x) ≤ (Ax, x) ≤ cA2 (x, x) für alle x ∈ R
n

folgt deshalb für die Abschätzung der spektralen Konditionszahl

κ2(A) =
λmax(A)

λmin(A)
≤ cA2

cA1
.

Abhängig von der jeweiligen Anwendung strebt κ2(A) → ∞ für n → ∞. Ziel ist deshalb
die Herleitung eines Verfahrens, welches eine beschränkte Anzahl notwendiger Iterations-
schritte zum Erreichen einer vorgegebenen relativen Genauigkeit ε unabhängig von der
Dimension n gewährleistet.
Eine symmetrische und positiv definite Matrix B ∈ R

n×n gestattet die Faktorisierung

B = V diag(λk(B))V ⊤

mir der durch die orthonormalen Eigenvektoren von B gebildeten orthonormalen Matrix
V . Die Positivität der Eigenwerte λk(B) ermöglicht die Definition der symmetrischen und
positiv definiten Matrix

B1/2 = V diag(
√

λk(B))V ⊤

mit B1/2B1/2 = B und der inversen Matrix B−1/2 = (B1/2)−1.
Anstelle des linearen Gleichungssystems Ax = f wird jetzt das transformierte System

B−1/2AB−1/2B1/2x = B−1/2f
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bzw. Ãx̃ = f̃ mit

Ã = B−1/2AB−1/2, x̃ = B1/2x, f̃ = B−1/2f

betrachtet. Für die symmetrisch und positiv definite Matrix Ã kann nun das in Algorith-
mus 4.8 angegebene konjugierte Gradientenverfahren angewendet werden. Dessen Konver-
genzgeschwindigkeit ergibt sich aus der Abschätzung der spektralen Konditionszahl κ2(Ã),
welche unmittelbar aus den Spektraläquivalenzungleichungen

cÃ1 (x̃, x̃) ≤ (Ãx̃, x̃) ≤ cÃ2 (x̃, x̃) für alle x̃ ∈ R
n

folgt. Einsetzen der Transformationen ergibt die dazu äquivalenten Spektraläquivalenzun-
gleichungen

cÃ1 (Bx, x) ≤ (Ax, x) ≤ cÃ2 (Bx, x) für alle x ∈ R
n.

Für die Lösung des linearen Gleichungssystems Ãx̃ = f̃ mit der symmetrisch und positiv

definiten Matrix Ã kann die in Algorithmus 4.8 angegebene Iterationsvorschrift angewendet
werden. Mit den zugehörigen Transformationen ergibt sich für die Näherungslösung x̃k

sowie für das zugehörige Residuum r̃k

x̃k = B1/2xk, r̃k = Ãx̃k − f̃ = B−1/2(Axk − f) = B−1/2rk.

Aus dem Ansatz

x̃ = x̃0 −
n−1∑

ℓ=0

α̃ℓp̃
ℓ, α̃ℓ =

(r̃k, r̃k)

(Ãp̃k, p̃k)

für die Lösung x̃ des transformierten linearen Gleichungssystems Ãx̃ = f̃ folgt durch Mul-

tiplikation mit B−1/2

x = x0 −
n−1∑

ℓ=0

α̃ℓB
−1/2p̃ℓ = x0 −

n−1∑

ℓ=0

α̃ℓp
ℓ

mit pℓ = B−1/2p̃ℓ bzw. p̃ℓ = B1/2pℓ. Weiter ist

˜̺k = (r̃k, r̃k) = (B−1rk, rk)

sowie
σ̃k = (Ãp̃k, p̃k) = (Apk, pk).

Für die Konstruktion der transformierten Suchrichtungen p̃k+1 ergibt sich schließlich

p̃k+1 = r̃k+1 + β̃kp̃
k

bzw. durch Multiplikation mit B−1/2

pk+1 = B−1rk+1 + β̃kp
k.

Die resultierende Iterationsvorschrift des vorkonditionierten konjugierten Gradientenver-
fahrens ist in Algorithmus 4.9 angegeben.
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Für eine beliebig gegebene Startnäherung x0 ∈ R
n sei r0 = Ax0 − f .

Berechne v0 = B−1r0, p0 := v0, ̺0 = (v0, r0). Stoppe, falls ̺0 < ε2 mit
einer vorgegebenen Fehlergenauigkeit ε erreicht ist.

Berechne für k = 0, 1, . . . , n− 2 :

sk = Apk, σk = (sk, pk), αk =
̺k
σk

xk+1 := xk − αkp
k

rk+1 := rk − αks
k

vk+1 = B−1rk+1

̺k+1 := (vk+1, rk+1)

Stoppe, falls ̺k+1 < ε2̺0 mit einer vorgegebenen Fehlergenauigkeit ε
erreicht ist. Berechne andernfalls die neue Suchrichtung

pk+1 := vk+1 + βkp
k, βk :=

̺k+1

̺k

Algorithmus 4.9: Konjugiertes Gradientenverfahrens mit Vorkonditionierung.

Neben einer Matrix–Vektor–Multiplikation mit A ist in Algorithmus 4.9 pro Iterations-
schritt jeweils eine Anwendung der Vorkonditionierung v = B−1r zu realisieren. Damit
muß die Matrix B neben den entsprechenden Spektraläquivalenzungleichungen auch eine
effiziente Anwendung von B−1 ermöglichen. Sind beide Bedingungen efüllt, so wird B als
Vorkonditionierung zu A bezeichnet. Diese ist in der Regel problemabhängig zu konstruie-
ren und stellt in vielen Anwendungen eine Herausforderung dar.

4.5 Verfahren des minimalen Residuums

Betrachtet wird jetzt das lineare Gleichungsystem Ax = f mit einer invertierbaren Matrix
A, d.h. es wird weder die Symmetrie noch die positive Definitheit der Systemmatrix A
vorausgesetzt. Wie beim CG–Verfahren wird für eine Anfangsnäherung x0 das zugehörige
Residuum r0 = Ax0 − f und der dadurch induzierte Krylov–Raum

Sk(A, r
0) = span

{
r0, Ar0, . . . , Akr0

}

eingeführt. Für diesen soll eine Basis {vℓ}n−1
ℓ=0 orthonormaler Vektoren mit

(vk, vℓ) = δkℓ

konstruiert werden. Die Anwendung des Gram–Schmidt–Orthogonalisierungsverfahrens führt
bei geeigneter Wahl der Ausgangsvektoren auf die Methode von Arnoldi:
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Sei mit x0 ∈ R
n eine beliebige Startnäherung gegeben.

Berechne r0 := Ax0 − f und setze

v0 =
r0

‖r0‖2
.

Berechne für k = 0, 1, . . . , n− 2 :

v̂k+1 = Avk −
k∑

ℓ=0

βkℓv
ℓ

mit
βkℓ = (Avk, vℓ).

Abbruch für ‖v̂k‖2 = 0, setze andernfalls

vk+1 =
v̂k+1

‖v̂k+1‖2
.

Algorithmus 4.10: Methode von Arnoldi.

Der Ansatz der Näherungslösung

xk+1 = x0 −
k∑

ℓ=0

αℓv
ℓ

ergibt für das zugehörige Residuum

rk+1 = Axk+1 − f = r0 −
k∑

ℓ=0

αℓAv
ℓ, r0 = Ax0 − f.

Zu bestimmen bleiben die Zerlegungskoeffizienten αℓ durch Minimierung des Residuums
rk+1 in der Euklidischen Vektornorm,

‖rk+1‖2 = ‖r0 −
k∑

ℓ=0

αℓAv
ℓ‖2 → min

α0,...,αk

.

Für eine alternative Darstellung des Residuenvektors rk+1 folgt aus der Methode von Ar-
noldi zunächst

Avℓ = v̂ℓ+1 +
ℓ∑

j=0

βℓ,jv
j = ‖v̂ℓ+1‖2vℓ+1 +

ℓ∑

j=0

βℓ,jv
j =

ℓ+1∑

j=0

βℓ,jv
j

mit

βℓ,j =

{
(Avℓ, vj) für j = 0, . . . , ℓ,

‖v̂ℓ+1‖2 für j = ℓ+ 1.

Dann ist

rk+1 = r0 −
k∑

ℓ=0

αℓAv
ℓ = r0 −

k∑

ℓ=0

αℓ

ℓ+1∑

j=0

βℓ,jv
j = r0 − Vk+1Hkα
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mit der durch die orthonormalen Vektoren vj gebildeten Matrix

Vk+1 =
(
v0, v1, . . . , vk+1

)
∈ R

n×(k+2)

und mit der durch

Hk[j, ℓ] =

{
βℓ,j für j ≤ ℓ+ 1,

0 für j > ℓ+ 1

definierten oberen Hessenberg–Matrix Hk ∈ R
(k+2)×(k+1). Nach Konstruktion folgt weiter-

hin
r0 = ‖r0‖2v0 = ‖r0‖2 Vk+1e

0

mit dem ersten Einheitsvektor e0 = (1, 0, . . . , 0)⊤ ∈ R
k+2. Mit der Invarianz der Euklidi-

schen Vektornorm bezüglich orthonormalen Matrizen ergibt sich

‖rk+1‖2 = ‖r0 − Vk+1Hkα‖2 = ‖Vk+1

(
‖r0‖2e0 −Hkα

)
‖2 = ‖‖r0‖2e0 −Hkα‖2.

Wegen Hk ∈ R
(k+2)×(k+1) und α ∈ R

k+1 sowie e0 ∈ R
k+2 entspricht die Forderung

Hkα = ‖r0‖2e0 einem überbestimmten linearen Gleichungssystem mit k + 2 Gleichun-
gen für k + 1 Unbekannte. Zu bestimmen bleibt jener Lösungsvektor α ∈ R

k+1, der das
verbleibende Residuum minimiert.
Sei Qk ∈ R

(k+2)×(k+2) eine orthonormale Matrix mit Q⊤
k Qk = Ik+2, so daß QkHk ∈

R
(k+2)×(k+1) obere Dreiecksgestalt besitzt. Dann gilt

‖rk+1‖2 = ‖ ‖r0‖2e0 −Hkα‖2 = ‖ ‖r0‖2Qke
0 −QkHkα‖2

= ‖ ‖r0‖2Qke
0 − Rkα‖2 = ‖r0‖2 |(Qke

0)k+1|,

falls
(Rkα)ℓ = ‖r0‖2 (Qke

0)ℓ für ℓ = 0, . . . , k

erfüllt ist.
Zu bestimmen bleibt eine orthonormale MatrixQk ∈ R

(k+2)×(k+2), welche die obere Hessenberg–
Matrix

Hk =




β0,0 β1,0 . . . βk,0

β0,1 β1,1
...

0 β1,2
. . .

...

0
. . . βk,k

βk,k+1




∈ R
(k+2)×(k+1)

in eine obere Dreiecks–Matrix

Rk = QkHk =




r0,0 r0,1 . . . r0,k

0 r1,1
...

0 0
. . .

...
. . . rk,k

0




∈ R
(k+2)×(k+1)
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transformiert. Ausgehend von dem Spaltenvektor

hj = (βj,0, . . . , βj,j−1, βj,j, βj,j+1, 0, . . . , 0)
⊤ ∈ R

k+2

ist zunächst jene orthonormale Matrix Gj gesucht, so daß

Gjh
j =

(
βj,0, . . . , βj,j−1, β̃j,j, 0, 0, . . . , 0

)⊤
.

Offenbar ist die Betrachtung einer orthonormalen Transformationsmatrix G̃j ∈ R
2×2 mit

G̃j

(
βj,j

βj,j+1

)
=

(
β̃j,j

0

)

mit der allgemeinen Darstellung

G̃j =

(
aj bj
−bj aj

)
, a2j + b2j = 1,

ausreichend. Die Koeffizienten aj und bj ergeben sich aus der Forderung

−bjβj,j + ajβj,j+1 = 0 .

Unter Beachtung der Normierung a2j + b2j = 1 folgt daraus

aj =
βj,j√

β2
j,j + β2

j,j+1

, bj =
βj,j+1√

β2
j,j + β2

j,j+1

und daher

β̃j,j = ajβj,j + bjβj,j+1 =
√
β2
j,j + β2

j,j+1 > 0,

wenn βj,j+1 > 0 vorausgesetzt wird. Für j = 0, . . . , k sind die resultierenden Transformati-
onsmatrizen die Givens–Rotationen

Gj =




1
. . .

1
aj bj

−bj aj
1

. . .

1




∈ R
(k+2)×(k+2)

mit Gj[j, j] = Gj[j + 1, j + 1] = aj .
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Deren rekursive Anwendung liefert mit

GkGk−1 . . . G2G1G0Hk = GkGk−1 . . . G2G1G0




β0,0 β1,0 . . . βk,0

β0,1 β1,1 . . . βk,1

0 β1,2
. . .

...

0
. . . βk,k

βk,k+1




= GkGk−1 . . . G2G1




β̃0,0 β̃1,0 . . . β̃k,0

0 β̄1,1 . . . β̄k,1

β1,2
. . .

...
. . . βk,k

βk,k+1




= GkGk−1 . . . G2




β̃0,0 β̃1,0 . . . β̃k,0

0 β̃1,1 . . . β̃k,1

0
. . .

...
. . . βk,k

βk,k+1




=




β̃0,0 β̃1,0 . . . β̃k,0

0 β̃1,1 . . . β̃k,1

0
. . .

...
. . . β̃k,k

0




= Rk

die gewünschte obere Dreiecksmatrix, deren Invertierbarkeit aus der Positivität der Diago-
naleinträge β̃j,j folgt. Beim Übergang von Hk zu Hk+1, d.h. bei Hinzunahme eines weiteren
Spaltenvektors hk+1 bzw. einer weiteren Suchrichtung vk+2, und vor der Anwendung der
zugehörigen orthonormalen Matrix Gk+1 sind alle vorherigen Transformationen Gk, . . . , G0

auf hk+1 anzuwenden.

Nach Konstruktion ist

Qk = GkGk−1 . . . G1G0 ∈ R
(k+2)×(k+2)
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orthonormal und zu untersuchen bleibt die Auswertung von

Qke
0 = Gk . . . G0




1
0
0
...
0
0




= Gk . . . G1




a0
−b0
0
...
0
0




= Gk . . . G2




a0
a1(−b0)

(−b0)(−b1)
...
0
0




=




a0
a1(−b0)

(−b0)(−b1)
...

ak(−b0) · · · (−bk−1)
(−b0) · · · (−bk)




∈ R
k+2.

Während die ersten k+1 Komponenten von Qke
0 die rechte Seite des linearen Gleichungs-

systems zur Bestimmung des Koeffizientenvektors α ∈ R
k+1 bilden, beschreibt die letzte

Komponente das verbleibende Residuum

̺k+1 = ‖e0‖2 |(Qke
0)k+1| = ‖e0‖2

k∏

j=0

bj .

Wegen

bj =
βj,j+1√

β2
j,j+1 + β2

j,j

=
‖v̂j‖2√

‖v̂j‖22 + (Avj , vj)2

folgt für (Avj, vj) 6= 0 wegen βj < 1 ein monotones Abklingverhalten des Fehlers. Insbe-
sondere für die Abbruch–Situation der Methode von Arnoldi, ‖v̂k‖2 = 0, folgt bk = 0 und
somit

̺k+1 = ‖rk+1‖2 = 0,

d.h. xk+1 = x ist die exakte Lösung des linearen Gleichungssystems Ax = f .

Das resultierende Iterationsverfahren ist das in Algorithmus 4.11 angegebene verallgemei-
nerte Verfahren des minimalen Residuums (GMRES) [12].
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Für eine beliebig gegebene Startnäherung x0 ∈ R
n sei r0 = Ax0 − f .

Berechne ̺0 = ‖r0‖2. Stoppe, falls ̺0 < ε mit einer vorgegebenen

Fehlergenauigkeit ε erreicht ist. Setze andernfalls v0 =
1

̺0
r0, p0 = ̺0.

Berechne für k = 0, 1, . . . , n− 2 :

wk = Avk

ṽk+1 = wk −
k∑

ℓ=0

βkℓv
ℓ, βkℓ = (wk, vℓ), βkk+1 = ‖ṽk+1‖2

Falls βkk+1 = 0, stoppe und berechne Näherungslösung xk+1.

vk+1 =
1

βkk+1

ṽk+1

Berechne für ℓ = 0, . . . , k − 1 :

β̃kℓ = aℓβkℓ + bℓβkℓ+1

β̃kℓ+1 = −bℓβkℓ + aℓβkℓ+1

ak =
βkk√

β2
kk + β2

kk+1

, bk =
βkk+1√

β2
kk + β2

kk+1

, β̃kk =
√

β2
kk + β2

kk+1

pk+1 = −bkpk, pk = akpk, ̺k+1 = |pk+1|
Stoppe, falls ̺k+1 < ε̺0 mit einer vorgegebenen Fehlergenauigkeit ε
erreicht ist und berechne die Näherungslösung:

Berechne für ℓ = k, k − 1, . . . , 0 :

αℓ =
1

βℓℓ

[
pℓ −

k∑

j=ℓ+1

βℓjαj

]

xk+1 = x0 −
k∑

ℓ=0

αℓv
ℓ

Algorithmus 4.11: Iterationsvorschrift GMRES Verfahren.


