Kapitel 5

Nichtlineare Gleichungen

Fiir die ndherungsweise Bestimmung von Nullstellen einer gegebenen Funktion f : [a,b] —
R, d.h. zur ndherungsweisen Losung der Gleichung

f(z) =0 in|a,b (5.1)

werden in diesem Kapitel Iterationsverfahren betrachtet, welche eine Folge von Naherungs-
losungen {xy }ren mit dem Grenzwert

Zz = limz;, und f(z) =0
k—o0

erzeugen. Dabei konvergiert die Folge {z}ren gegen den Grenzwert z mit der Ordnung
p>1,peR, falls
|Tp1 — 2] < clap —z|P fir alle k£ > kg (5.2)

mit einem gewissen kg € N und einer positiven Konstanten ¢ € R gilt. Fiirp=1mufic < 1
vorausgesetzt werden.

Das Konvergenzverhalten ist im allgemeinen abhéngig von der Wahl der Anfangsnéherung
xg. Mufl zj in einer geeigneten Umgebung von T vorausgesetzt werden, so spricht man von
lokaler Konvergenz. Gilt die Konvergenz fiir eine beliebige Startndherung xy € [a,b], so
folgt globale Konvergenz.

5.1 Bisektionsverfahren

Sei f : a,b] — R eine stetige Funktion und es gelte

f(a) f(b) < 0.

Daraus folgt die Existenz wenigstens einer Nullstelle Z € (a,b) mit f(z) = 0. In Verbindung
mit einer rekursiven Unterteilung des Intervalles [a,b] kann daraus das Bisektionsverfah-
ren zur nidherungsweisen Bestimmung der Nullstelle Z € (a,b) abgeleitet werden, siehe
Algorithmus 5.1.
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Setze
ap = a, bp = bmit f(ag)f(by) <O.
Definiere fiir k =0,1,2, ...
vy = 5o+ )
Fiir
flxy) =0 folgt T = x.
Setze
agr1 = Qg, bpyr = x  falls f(xy) fax) <O,
Q41 = Tk, b1 = b falls f(xg) f(ar) > 0.

Algorithmus 5.1: Bisektionsverfahren.

Satz 5.1. Das in Algorithmus 5.1 angegebene Bisektionsverfahren ist global konvergent.
Insbesondere gilt die Fehlerabschdtzung

1

|z — 7| < Y]

b—al. (5.3)

Beweis: Fiir beliebiges k& € N gilt wegen f(ay)f(br) < 0 stets T € [ag, b]. Fiir die Nahe-
rungslosung

1
T = §(ak + bk)

folgt dann
_ 1

|[L’k—{L’| S §|bk—ak|

Mit, )
bk, — ax| = §|bk—l — g1
ergibt sich
1

(b — arl = 5 |b—al

und somit die Behauptung. |

Beispiel 5.1. Zur Bestimmung der Nullstelle T = 2 von f(z) = 2® — 4 im Intervall

la,b] = [1,4] wird das in Algorithmus 5.1 angegebene Bisektionsverfahren angewendet. Die
Ergebnisse fir k < 2 sind in Tabelle 5.1 angegeben.

koay by owp o flar)  f(bk) flan) |z — 2| 2% Db — qf

0 1 4 2.5 -3 12 2.25 0.5 1.5

11 25 1.7 -3 225 —0.9375  0.25 0.75

2 1.75 2.5 2125 —-0.9375 2.25 0.515625 0.125 0.375

Tabelle 5.1: Bisektionsverfahren zur Losung von f(z) = 2? —4 =0 in [a,b] = [1,4].
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Als ein Nachteil des Bisektionsverfahrens kann das nur lineare Konvergenzverhalten an-
gesehen werden. Obwohl das Bisektionsverfahren global konvergent ist, kann die Fehlerre-
duktion nicht monoton sein, d.h. die Giite der Ndherungslosung kann von der tatséchlichen
Abbruchsituation abhédngen. Hierzu betrachten wir das folgende Beispiel.

Beispiel 5.2. Die Funktion

X

fla) = 3

besitzt im Intervall [a,b] = [0.8, 1] die Nullstelle

(632" — 7022 + 15)

245 4 1470 ~ 0.906179845 .

&I

T 21
Fiir g = 0.9 ergibt sich der Fehler

|zo — Z| = 0.006179845,
wdhrend die nachfolgende Ndherungslosung x1 = 0.95 den grdfferen Fehler
|r1 — x| = 0.0438201543

erzeugt.

5.2 Methode der sukzessiven Approximation

Fiir die Herleitung eines allgemeinen Iterationsverfahrens zur Losung der nichtlinearen
Gleichung (5.1),
f(z) =0 inla, 0],

werde eine dazu dquivalente Fixpunktgleichung
r = ®(z) inla,0] (5.4)

betrachtet. Ausgehend von einer Startnidherung xy € [a, b] ergibt sich daraus die Methode
der sukzessiven Approximation,

Ty = P(zy) firk=0,1,2,.... (5.5)

Zu untersuchen bleibt die Konstruktion von ®(z), der Nachweis der Konvergenz der Né-
herungslosungen x; und die Abschitzung der Konvergenzgeschwindigkeit.

Definition 5.1. Die Funktion ® erfillt in D = |a,b] eine Lipschitz—Bedingung mit einer
positiven Lipschitz—Konstanten cr,, falls

[@(2) = @(y)| < crlz—y| firaler,ycD (5.6)

erfillt ist. Gilt ¢, = q < 1, dann heiffit & Kontraktion auf D = |a, b.
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Satz 5.2 (Banachscher Fixpunktsatz). Sei D = [a,b] abgeschlossen und ® : D — D eine
Kontraktion auf D mit ¢ < 1. Dann hat die Fizpunktgleichung x = ®(x) genau eine
Léosung & € D. Fiir jede beliebige Startniherung xo € D := [a,b] konvergiert die Folge
der sukzessiven Approximationen ry1 = ®(xx) gegen die Lisung T der Fizpunktgleichung
T = ®(Z) und es gelten die a priori Fehlerabschditzung

¢
|z, — 2| < 1 E (5.7)
—q
sowie die a posteriori Fehlerabschdtzung
- q
|LL’k — SL" S By |LL’k - LL’k_1| . (58)

Beweis: Wegen @ : D — D und zy € D folgt durch vollstandige Induktion
Ty = P(xg) € D fiir alle k € Ny,
Durch rekursive Anwendung der Kontraktionsabschitzung folgt dann
i1 — 2] = |P(ap) — P(z-1)] < qloe — 21| < ¢F |2y — o).

Fiir p € Ny ist

p—1 p—1
|Thrp — k| = Z($k+z+1 — Tppi)| < Z\xmm — Tppi| < quﬂ\xl — T
=0 =0
p—1 kl k
= 4 |x1—x0|2q =4q |$1—$0\ > \36’1—36’0|-
—q 1—
Wegen g < 1 folgt daraus

k

. _ < T _ _

- Sk

fiir alle p € Ng. {x }ren ist also Cauchy—Folge und somit existiert der Grenzwert

T = hml’kGD:E.

k—o0
Zu zeigen bleibt, dafl der Grenzwert T = klim xy Losung der Fixpunktgleichung x = ®(z)
— 00
ist. Es gilt

[z —0(2)] = |2—P(z) + P(an) — (7))
< |z = P(ag)| + | P(x) — P(T)]
= |7 = zpa| £ [P(2r) — (7))
< |7 = appa| +qlar — 7|
s k k+1
< 1_q‘$1—$0‘+q1_ |21 — @] = 21_ |21 — 2o

fiir alle &£ € N.
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Daraus folgt
k41

=0

e ol
7= 9(@)] < 2fry — ] Jim

und somit £ = ®(z). Fiir zwei Fixpunkte £ = ®(z) und x = &() ist
7 — 1] = [®(7) - ®(7)] < ¢z —7]
und somit
0<(l-glz—2] <0.

Wegen ¢ < 1 folgt mit £ = = die Eindeutigkeit des Fixpunktes.
Aus
| — Z| = [®(xk-1) — D(T)] < qlae—1 — 2] < qlar— — x| + |2 — Z]]

folgt
(1—q)|ze — | < qlog — 2p-1]

und somit die a posteriori Fehlerabschitzung (5.8). Aus der rekursiven Anwendung der
Kontraktionsabschitzung ergibt sich weiterhin

o = 7] = [P(2p-1 — ®(F)] < qlaor-y — 7] < ¢ o -7,

Mit der a posteriori Fehlerabschétzung fiir k£ = 1,

lz1 — 7] < |21 — 0],

1—g¢q

folgt schlielich die a priori Fehlerabschétzung (5.7). n

Beispiel 5.3. Zur Lisung der Gleichung f(z) = 2* — 4 = 0 in [a,b] = [2,4] betrachten wir
die dazu dquivalente Fixpunktgleichung

z = %(w%) — o).

Ausgehend von einer Anfangsniherung xo € [2,4] ergibt sich daraus die Methode der suk-
zessiven Approzimation

1 4
Tl = (I)(xk) = 5 <LL’k + ;L’_k) furk =, 1, 2, ey (59)

welche der Iterationsvorschrift des Babylonischen Wurzelziehens entspricht.
Zu zeigen bleibt die Selbstabbildung ® : [2,4] — [2,4] und die Kontraktionseigenschaft von
O. Firxz e [2,4] istx <4 und x> 1, d.h.

B(z) = %(w%) < %(4%) _
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Aus (o — )% > 0 folgt o* + % > 2a3 und somit
1
(a+5)* = a®+5*+208 > daf, dh of < J(a+p)”

Fiir o = x € [2,4] und = 4/x gilt also

1 szizzxg s-i<x4—é)2::[®twf

i

und somit ®(x) > 2, d.h. ¢ :[2,4] — [2,4] ist eine Selbstabbildunyg.
Zum Nachweis der Kontraktionseigenschaft fiir x,y € [1,4] ist

1 4 1 4 1 4
Oz)—0) = |=(e+-)—z(y+-) =21 Zje—yl < qlz—
o) o) = |5 (o+2) =5 (v+2)| = 3[1- 2 le—sl < alo—y
mat
1 4
¢ = — max 1——:§§1.
2 z,y€(2,4] Ty 8

Damit sind die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes (Satz 5.2) erfillt, d.h.
die Methode der sukzessiven Approximation xp.1 = P(xy) konvergiert linear mit einer
Felerreduktion von q = 0.375.

Fiir die Anfangsniherung xo = 4 ergeben sich die folgenden Ndiherungslosungen:

k T ‘S(Zk — i’|
0 4 2

1 25 0.5

2 205 0.05

3 2.00061 0.00061

Tabelle 5.2: Naherungslosungen des Babylonischen Wurzelziehens.

Das in Tabelle 5.2 beobachtete Fehlerverhalten ist jedoch nicht linear! Wegen

1 4
|u—fv:@@mn—®@nng—xkﬁ|u4—ﬂ
und mit T2 = 4 folgt mit
on -7l = s [1— | o — 7] = o |
T — | = — _ — Ti_1— T —— L1 — T
k 2 - k—1 21’_ k—1

sogar ein quadratisches Konvergenzverhalten.
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5.3 Sekantenmethode und Newton—Verfahren

Wesentlich fiir die Methode der sukzessiven Approximation war die Herleitung einer Fix-
punktgleichung x = ®(x) bzw. die daraus resultierende Rekursionsvorschrift zy.; = ®(xy).
Beim Babylonischen Wurzelziehen konnte diese durch einfache Transformationen aus der
zu losenden Gleichung gewonnen werden. Im folgenden soll ein allgemeiner Ansatz zur
Herleitung von ®(z) verfolgt werden.

Gesucht ist z € D = [a,b] als Losung der nichtlinearen Gleichung f(z) = 0. Ist f(x) in
la, b] stetig differenzierbar, so liefert die Taylor—Entwicklung von f(z) fiir eine gegebene
Néherungslosung xy € [a, b]

0= f(@) = flax) + (@ —a) f1(§) (5.10)
mit einer Zwischenwertstelle & € (xy, ) U (Z, z1). Daraus folgt

/ Ex’f). (5.11)
f'(€)

Durch eine geeignete Approximation der Ableitung f’(£) kann nun eine neue N#herungs-
16sung ;.1 bestimmt werden. Mit

r = T —

, b) — f(a
(6) S 2 f(a)
—a
ergibt sich die Sehnen—Methode
b—a

Fiir zwei schon berechnete Naherungslosungen x;, und z;_; fithrt Approximation

f’(f) ~ f(xk) - f(xk—1>

T — Tg—1

auf die Sekantenmethode
Tppr = Tp — ik
far) = flzp-1)
Fiir die Initialisierung kann beispielsweise o = a und z; = b gewahlt werden. Wird in (5.13)

anstelle der vorherigen Naherungslosung x_; eine Naherungslosung z, mit f(zx) f(z,) <0
gewihlt, so ergibt sich die modifizierte Sekantenmethode (Regula Falsi)

flax) - (5.13)

Tppy = T — ——k T2
TR ) — fw)

Kann f/(Z) # 0 vorausgesetzt werden, so fiihrt die Approximation
f(&) = f(zx)
in einer Umgebung von ¥ auf das Newton—Verfahren

f(xx)

T T )

(5.15)
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Am Beispiel des Sekantenverfahrens soll nun gezeigt werden, da8 fiir die in (5.2) auftretende
Konvergenzordnung p nicht nur natiirliche Zahlen in Frage kommen.

Satz 5.3. Sei f(z) eine zweimal stetige Funktion und in einer Umgebung der Nullstelle T
von f(x) =0 gelte
1| f"(x)

2 | f(@)
Ferner seien Anfangsniherungen xo und x, so gegeben so daf

1
K = max{M|zo— 7|, Mz —7]} <1, p= 2“5 ~ 1.618.

erfillt ist. Dann gentigen die durch das Sekantenverfahren berechneten Ndherungslosungen

< M.

Tpy1 = Tp — i
far) — f(oe-1)

der Fehlerabschdtzung

flxg), xo=a, x;1 =0

1
|21 — 2] < MKP’““.

Beweis: Durch Einsetzen der Rekursionsvorschrift (5.13) ergibt sich fiir den Fehler
ex+1 = Try1 — ¢ die Darstellung

_ T —T+T— T
€k+1 = T — T — f(xk)

foe) — fzr-1)
= e — €k — €k—1 2
= T ) = fa?
€k—1f(Ik) - €kf(93k—1)
f(zr) — fzr-1)

und somit

Chr1 1 [ flae) — flena) } _ 9(z) — g(xp)
Ty =T Tp1—T f(ar) = flap-1)

exee—1  flrg) — f(or-1)

mit der Funktion
f(z)

x—T

g(z) =
Mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gilt

Tk

o) — gler) = / (@) dz = ¢'(n)(ex — ve)

Tp—1

und

Fa) — flor) = / @) de = F1(€)(@n — 2pm)
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mit Zwischenwertstellen 7, £ € (251, xx). Somit folgt

s _ o)
exer—1  f'(€)

Die Ableitung von g(x) ist

und somit ist

Aus der Taylor-Entwicklung
0 = F@) = fo) + )z —n) + 5 fE)@ — )’

mit einer Zwischenwertstelle £ folgt dann

J) = L@

2
und somit o
ey1 | 1 f/(f)‘ < M
erer—1 2116 ~

in einer Umgebung des Fixpunktes z. Es gilt also
k] < M lex] |e—1]
bzw.

Ok+1 < Ok Ok—1

mit o, = M e. Seien Anfangsnidherungen zy und z; gegeben, so dafl

K = max{po, ¥/o1} < 1

fiir ein geeignet zu wéhlendes p € R gilt. Dann ist
00 < K =K", o <K'=K"

und durch vollstédndige Induktion folgt

Qk+1 S ok Qk_l S ka kafl _ kafl(p—i-l) _ kaJrl

Wwenn
p+1=p’
erfillt ist, d.h.

1++5
SR

P12 =
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Beispiel 5.4. Zur Lisung der Gleichung f(z) = 2 —4 =0 in [a,b] = [1,4] betrachten wir
die Iterationsvorschrift der Sekantenmethode,
TpXp—1 +4

[1’2—4] = ﬁ’ 1’0:1, 123'1:4.
k k—1

T — Th—1
(2} — 4] — [27_, — 4]

Try1 = Tk —

Fiir eine ndherungsweise Berechnung der Konvergenzordnung p betrachten wir fir den
Fehler den Ansatz

|l’k+1 —ZZ'| = C|£L’k —i’|p, |£L’k —i’| = C|£L’k_1 —Zi'|p.

Auflosen nach p liefert
In|zi, —z| — In|zy, — 7

Pr = 1I1|£L’k —i’| - 1H|£L’k_1 —i’| .

Ty |z, — 7| Dk

1

4

1.6 0.4

1.8571428571 0.1428571429
2.0165289256 0.0165289256 2.0947
1.9993904297 0.0006095703 1.5301
1.9999974911 0.0000025089 1.6644
2.0000000004 0.0000000004 1.6000

S Ol W N~ O

\]

Tabelle 5.3: Konvergenzordnung der Sekantenmethode.

Fiir die Iterationsvorschrift der sukzessiven Approximation, xp,; = ®(xy), liefert der Ba-
nachsche Fixpunktsatz (Satz 5.2) nur eine lineare Konvergenzabschitzung, wenn fiir ¢
eine Kontraktionseigenschaft vorausgesetzt werden kann. Schon beim Beispiel des Babylo-
nischen Wurzelziehens ergab sich jedoch eine quadratische Konvergenzordnung. Allgemein
kann diese auch aus dem folgenden Satz abgeleitet werden.

Satz 5.4. Sei ® eine in D = [a,b] p-mal stetig differenzierbare Funktion und im Fizpunkt
T = ®(z) gelte
(z)=0"(z)=...= 0P V(z) =0, ©P(z)#£0.

Dann gibt es eine Umgebung von z, Us(z) = {y € D : |y — | < 0}, so dafs

_ 1 _
T — 7] < = max o0 ()] o — 37
p. yEU(;(SC)

fir x), € Us(Z) gilt.

Beweis: Die Taylor-Entwicklung von zj,1 = ®(x;) um den Fixpunkt z ergibt

teo = Bxg) = D(E)+ Y L@ (&)(a — 2" + i!q><p>(g)(xk g

n!
“— nl P
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mit einer Zwischenwertstelle & € (zy, ) fiir xx < T bzw. £ € (T, x) fir T < . Wegen
() =0firn=1,...,p— 1 und 7 = ®(z) gilt also

1

Tpp1 = T+ p,q’( (&) (x — z)P.
Aus ®P)(z) # 0 und wegen der Stetigkeit von ®®)(z) existiert eine 6-Umgebung Us(Z)
von Z mit ®®)(€) #£ 0 fiir & € Us(z). Daraus folgt die Behauptung. [ |

Folgerung 5.1. Das Newton—Verfahren (5.15),

Te+1 = Tk — fa)
fraw)’

st ein lokal konvergentes Verfahren mit der Konvergenzordnung p = 2, d.h.

[Tk — 2] <
Beweis: Fiir die Bildungsvorschrift (5.15) des Newton—Verfahrens,

@
Fa)

flo) , f@) () = fl)f"(x)
() " )P @R
und wegen f(z) = 0 gilt im Fixpunkt ®'(Z) = 0. Weiterhin ist

' (x) = [ @) (@) = 2f (@) [f" (@) + f(2)f'(2) D (=)

O(r) = f'(x) # 0,

ist

P(z) =1—

[f'(@)]?
und somit (@)
P'(z) = f .
Fiir f”(z) # 0 folgt somit ®”(z) # 0 und mit p = 2 ergibt sich ein quadratisches Konver-
genzverhalten des Newton—Verfahrens in einer Umgebung des Fixpunktes 7. |

Beispiel 5.5. Fir die Rekursionsvorschrift

1
und den Fixpunkt T = \/a ist
1
¥(x) = 5 (1-5)
(@) =
und somit ®'(z) = 0, aber
la

@// -

@(7) = ﬁ

Mit p = 2 ergibt sich also die quadratische Konvergenz des Babylonischen Wurzelziehens.
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5.4 Nichtlineare Gleichungssysteme

Gesucht ist der Vektor z € R" als Losung von n nichtlinearen Gleichungen F(z) = 0,

fl(jla e ,Zf'n) - O,

fn(:zl,.'..,:zn) = b.

Die Taylor-Entwicklung der Funktionen f;(Z) um eine gegebene Niherungslosung a* fithrt
bei Vernachlidssigung des jeweiligen Restgliedes auf

n

0= fi(z) ~ fi(z") + Z(E] — x?)%fz(gk) firi=1,...,n.

J=1

Damit kann eine neue Niherungslosung 2! aus dem linearen Gleichungssystem

n —a .o .
S flah) @t - ah) = £ fivi=1,.n
; J

J=1

bestimmt werden. Dies ergibt das Newton—Verfahren im R",

s R (g—i(zk))_lF@k)

Die Konvergenz folgt analog zum eindimensionalen Fall aus dem Banachschen Fixpunkt-
satz, d.h. dem Nachweis der Kontraktion in einer geeignet gewéhlten Umgebung des Lo-
sungsvektors, siche zum Beispiel [5].



