Kapitel 3

Systeme von Differentialgleichungen
erster Ordnung

Anstelle einer skalaren Funktion y(z) als Losung des Anfangswertproblems

Y (x) = flx,y(x) fireelab], ylzo) =yo, o € [a,0], (3.1)
betrachten wir jetzt ein System von gewohnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung
zur Bestimmung von n Funktionen yi(x), y2(x), ..., y,(x) als Losung der Differentialglei-
chungen

Ye(®) = iz, y1(2), .. yn(2)) fiire € [a,0], yp(zo) =y firk=1,...,n.

In Vektorschreibweise lautet das System gewohnlicher Differentialgleichungen

g'(:c) = f(z,y(z)) firz e la,b], y(xo) = go, xy € la, bl. (3.2)

Formal entspricht das System (3.2) von explizit gegebenen Differentialgleichungen erster
Ordnung der skalaren Gleichung (3.1). Insbesondere kénnen alle Betrachtungen zur eindeu-
tigen Losbarkeit des Anfangswertproblems (3.1) auf das System (3.2) {ibertragen werden.
Wie im skalaren Fall definiert (z,y, f(z,y)) ein Richtungsfeld der Differentialgleichung.
Die komponentenweise Integration der Differentialgleichung (3.2) fithrt auf das dquivalente
System von Integralgleichungen

y(zr) = gO + /:v f(s,y(s))ds =: @ly](x) fiir z € [a, ], (3.3)

d.h.
@) =g+ [ (o) on(s)) ds k=1 n 2 € o]
zo

Dabei ist @ : (C([a,b]))” — (C([a,b]))" ein Operator, der den Banach-Raum der im Inter-
vall [a, b] stetigen vektorwertigen Funktionen in sich selbst abbildet. Analog zum skalaren
Fall definiert

b))~ i= max )]y e ol
lgllcoyr = ms gl
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eine dquivalente Norm in (C([a, b]))"™. Dabei ist

n 1/2
mm:@}@

k=1

der Euklidische Abstand. Wird die globale Lipschitz—Bedingung
If(z,y") = [Pl < Llly' =2l fir alle (z,y"), (v,5%) € [a,b] x R

vorausgesetzt, so kann Satz 2.4 entsprechend fiir das System (3.3) formuliert und bewie-
sen werden. Insbesondere folgt die eindeutige Losbarkeit des Integralgleichungssystems
(3.3) und somit des Anfangswertproblems (3.2), sowie die Konvergenz des Verfahrens von
Picard—Lindelof,

gm“(:v) = go + /xi(s,gm(s)) ds firm=0,1,2,..., go(a:) =19°, 2 € a,b],
o
dh. firk=1,...,nund z € [a, b
) =+ [l ) ds rm =012 ) s (3.)
o
Bemerkung 3.1. Bei der Berechnung der neuen Ndherungslosung gm“ werden in (3.4)
fir alle Komponenten y,’fﬂ stets die vorherigen Ndiherungslosungen y;' eingesetzt. Wie

beim Jacobi—Verfahren zur iterativen Losung linearer Gleichungssysteme entspricht dies
einer Additiven Schwarzschen Methode. Werden die Niherungslosungen y;”H rekursiv fiir

k=1,...,n berechnet, so konnen fiir die Berechnung von y;"*' die bereits berechneten Ni-
herungslosungen y" ™, . .. ,y,’;’b_ﬁl verwendet werden. Bei der Lisung linearer Gleichungssy-

steme entspricht dies dem (vorwdrtigen) Gaufi—Seidel-Verfahren, allgemein sprechen wir
von einer Multiplikativen Schwarzschen Methode.

Beispiel 3.1. Wir betrachten das System von Differentialgleichungen
u'(z) =v(x), V'(z)=u(z), wu0)=1, v(0)=0.

Durch FEinsetzen von v(x) = u'(x) ergibt sich eine Differentialgleichung zweiter Ordnunyg,

mit der allgemeinen Lésung
u(z) = c1e” + e, w(r) =u'(z) = cre” — e,

Aus den Anfangsbedingungen folgt

1
U(O):Cl+02:1, ’U(O)ICl—CQ:O, 0120225.
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Wie in Beispiel 3.1 gesehen, ist es unter gewissen Voraussetzungen moglich, ein System
von n Differentialgleichungen erster Ordnung in eine Differentialgleichung der Ordnung
n zu transformieren. Umgekehrt kann ein Anfangswertproblem fiir eine explizit gegebene
Differentialgleichung der Ordnung n stets in ein System von n Differentialgleichungen erster
Ordnung iiberfithrt werden: Betrachtet wird das Anfangswertproblem zur Bestimmung
einer n—mal stetig differenzierbaren Funktion y(z) als Losung von

yW(@) = fla,y(),y'(@),....y" V() firz € [a,b],

(3.5)
Y (zg) = 90 firm=0,...,n—1, x0¢€ [a,b].
Mit den Transformationen
U (z) = y™ () firm=0,1,...,n—1
folgt
u (x) = [y™(2)] = y" (@) = tpyr(z) fiirm =0,1,2,...,n—2
und
U (@) = [P (@)] =y (@) = flayl@),y'(@),....y" (@)
= flz,up(x),us(x),... up_1(x))
mit den Anfangsbedingungen
U (10) = ™ (20) = 9%, firm=0,...,n— 1.
Zu l6sen ist also das Anfangswertproblem
u'(z) = f(z,u(z)) firzcla,b], w(z)= go, xg € la, b, (3.6)
d.h.
up() us ()
ui () u(7)
b | us(a)
Uy, 5 () Un-1 ()
u/n—l(x) f(x,uo(x),ul(x),...,un_l(x))

Offensichtlich sind alle Funktionen
fr(z,u(z)) == up(x) fuirk=1,...,n—1

beziiglich u Lipschitz—stetig. Wird also die Lipschitz—Stetigkeit von f(z,u) vorausgesetzt,
so folgt die eindeutige Losbarkeit des Systems (3.6) und somit des Anfangswertproblems
(3.5).
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Das System (3.2) gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung heifit autonom,
falls die Funktion f(z,y(x)) = f(y(z)) nicht explizit von der unabhéngigen Verédnderlichen
x abhéngt, d.h.

y(z) = f(ylx)) firzelab], ylw)=y"
Sind in (3.2) die Funktionen fi(z,y) linear in y, d.h. gilt

ZCLM yz —|—gk( ) fﬁrkzl,...,n

so ergibt sich ein lineares System von Differentialgleichungen,

Y (x) = A(x)y(x) + g(x), =z € [a,D)]. (3.7)

Das System (3.7) heiit homogen, wenn gi(x) = 0 fiir alle k = 1,...,n und = € [a, ] gilt,
ein nicht homogenes System heifit auch inhomogen.

Fiir stetige Koeffizienten ax, € C([a,b]), k,¢ = 1,...,n, und fiir stetige Funktionen
gk € C([a,b]), k=1,...,n, folgt die eindeutige Losbarkeit des Anfangswertproblems (3.7).
Sind age(x) und gx(z) fiir x € [a, b] nur stiickweise stetig, so existiert eine stiickweise stetig
differenzierbare Losung, welche die Differentialgleichung nur in ihren Stetigkeitspunkten
erfiillt.

Sind mit u(z) und v(x) Losungen der Differentialgleichungen

u'(x) = A(z)u(x) + f(z), v'(z)=A(x)v(z) +g(z) firz e [a,b]

gegeben, so folgt mit dem Superpositionsprinzip, dal au(x) + fv(z), o, 5 € R, Losung der
Differentialgleichung

(au(@) + Bu(@)) = ou/(@) + ﬁv < )
— alA@u(@) + f()] + B|A@)e(x) + ()]
— Al >[ u(x) + Bu(x)| + |af (@) + B(a)]
ist. Damit bilden alle Lésungen des linearen homogenen Systems
Y (z) = Ax)y(z) fiir z € [a, ] (3.8)

einen linearen Vektorraum, und die Losung des inhomogenen Systems (3.7) ist gegeben
durch y(z) =y, () +gp(:c). Dabei ist y, () die allgemeine Losung des homogenen Systems
(3.8), und gp(:p) ist eine partikuldre Losung des inhomogenen Systems (3.7), d.h.

Yy, (2) = A(z)y, (2), ¢ () = Al2)y

Firk=1,...,n sei gk(az) eine Losung der homogenen Differentialgleichung (3.8), d.h.

Yy, (z) = A(z)y, (v) fiir z € [a,b].
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Eine gesuchte Losung des Anfangswertproblems
y'(z) = Alx)y(x) firx € [a,b], y(xo) =y", w0 € [a,b], (3.9)

kann dann als Linearkombination
y(z) = Zakgk(az) fir « € [a, 0]
k=1
dargestellt werden, aus der Anfangsbedingung folgt

y(zo) = Zakgk(:co) = go.

Die Zerlegungskoeffizienten aq, ..., a, sind also Losung des linearen Gleichungssystems
y11(zo) -+ Yn1(wo) Qq y?
: : = | (3.10)
y1n<x0> ce ynn<x0> Qi yg

Das Anfangswertproblem (3.9) des homogenen linearen Systems ist also genau dann ein-
deutig losbar, wenn das lineare Gleichungssystem (3.10) eindeutig 16sbar ist.

Definition 3.1. Fir x € |a,b] heifit

yi1(zo) -+ Yn1(wo)
W(z) = : : (3.11)
Yin(o) .. YnnlTo)
Wronski-Determinante der Lésungen y, (x) des homogenen Systems y, (z) = A(z)y, ().
Lemma 3.1. Fir die Ableitung der Wronski-Determinante (3.11) gilt

n

W(z) = W(2)tr A(z) = W(x) Y am(z).

k=1

Beweis: Fiir n = 2 seien y () und y, () Losungen des homogenen linearen Systems
y'(r) = A(z)y(x), d.h.
( y1 () ) _ ( arr(z)  aiz(x) ) ( yu(z) )
Y12(2) ag(z)  as(z) y12()

()= (ont) oty (),

und
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Fiir die Ableitung der Wronski—Determinante

W (z) = ' yui(z) y21(37§

Yi2(z)  yaalz ’ = Y11 (2)y22() — y21(2)yz (z)

ergibt die Anwendung der Produktregel

W) = o (@) v () (e)]

dx
= ?{11(56’)1922(37) + Y11 ()Y (2) - Yo (2)y12(2) — 21 (2)y1(2)
= [an @) + aa(@)yiae) | gea(@) + 911 (2) 021 () (@) + 2o (@) ()|
— |an(@)p2(2) + ar2()yea(@) | 1a(2) = o1 () [az1 (2)pn1(2) + aza(w)rala)|

[an(x) +a22(x)} — W(2)tr A(z).

B :?/11@)922(95) — y12(2)y21(x)

Fiir n > 2 verlauft der Beweis entsprechend. [ ]
Definition 3.2. n  Ldsungen y (x),...,y (x) des homogenen linearen Systems
y'(z) = Alz)y(z) heiffen Fundamentalsystem genau dann, wenn y (z),...,y (z) linear

unabhingig sind, d.h. aus

Zakgk(x) =0 fir allex € [a, ]
k=1

folgt oy, =0 fiirk=1,...,n.
Satz 3.1. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
i. Es existiert ein xo € [a,b] mit W(xq) # 0.
ii. Es qilt W(z) # 0 fir alle x € [a,b].
ii. y,(),...,y (x) bilden ein Fundamentalsystem.

Beweis: Aus W'(x) = W (x) tr A(z) folgt

W (x) = W (wo)exp ( / “ir A(s) ds)

Zo

und somit die Aquivalenz zwischen . und 4. Andererseits beschreibt W (x) # 0 fiir alle
z € [a, b] gerade die lineare Unabhéngigkeit der Losungen y (z),...,y (z). [ |

Das Nichtverschwinden der Wronski-Determinante W (z) ist also ein notwendiges und hin-
reichendes Kriterium fiir das Vorliegen eines Fundamentalsystems.
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Definition 3.3. Bilden die Losungen y (z),....y (x) ein Fundamentalsystem, so heifst

( ) yi(x) - ym(2)
Y(z) := gl(x),...,gn(a:) = : :
Fundamentalmatriz.

Nach Konstruktion der Fundamentalmatrix ist
Vi@ = (4@,..y @)
= (4@, @), Al)y, (@)
= A)(y,@), 1y, () = A@)Y ()
d.h. die Fundamentalmatrix geniigt der Matrix—Differentialgleichung
Y'(z) = A(x)Y (z) fiir x € [a,]. (3.12)

Wegen W (z) = det Y (z) # 0 fiir alle z € [a, b] ist Y (x) invertierbar, so da die Ubergangs-
matrix
Y (z,10) =Y ()Y (20)"", Y(wo,70) =1 (3.13)

existiert. Insbesondere ist

y(z) =Y (x, xo)go =Y (2)Y (2¢) 'y’ (3.14)

wohldefiniert, und wegen

Y(2) =Y'(2)Y (20) 'y’ = A@)Y (2)Y (20) 'y, = Al@)y(@),  y(z0) =y"

die eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertproblems (3.9).

Es ist aber im allgemeinen nicht moglich, Losungen eines homogenen Systems in ge-
schlossener Form anzugeben. Ist jedoch eine Losung bekannt, so ldsst sich das System von
n Differentialgleichungen auf ein System von n — 1 Differentialgleichungen zuriickfiihren.

3.1 Das Reduktionsverfahren von D’Alembert
Sei y, () eine bekannte Losung des homogenen Systems (3.8),
/ . .
Y (x) = A(z)y, () fiir z € [a,b].
Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei y;1(x) # 0 vorausgesetzt. Mit dem Ansatz
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ergibt sich durch Einsetzen in die Differentialgleichung (3.8)

() = (x)

Zu 16sen bleibt somit das System

¢'(2)y, (z) + 2'(x) = A(z)z(x).

Wegen z1(z) = 0 und y1(z) # 0 folgt daraus

E au Zz

yn

bzw. ist fir k=2,...,n
are(w)ze(x) — &' (2)y1r(2)

= Y @)zl _ yuel@) Zau

x
?T‘\
—~

8
SN—
Il
~
3 M:
[\&]

=2 yll fL‘
= s Ao\ T —ylk(w)a T)| zelT
= ; [ we() i (2) e )] o(). (3.15)

Zu l6sen ist also ein homogenes lineares System von n — 1 Differentialgleichungen. Fiir eine
Losung z(x) kann anschlieBend

o(z) / e Z aye(w

berechnet werden. Zusammenfassend gilt:

Satz 3.2. Sei y (v) Ldsung des homogenen linearen Systems (3.8) mit yui(x) # 0 fir
x € la,b]. Sei zQ(x) ..y 2,(x) ein Fundamentalsystem des reduzierten Systems (3.15).
Dann bilden

n

ynl(x) Z aye(z) zge() dz

y, (@), g, (2) = gu()y, (x) + ( gk((]x) ) . dulx) = /

fir k=2,...,n ein Fundamentalsystem (3.8).
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Beispiel 3.2. Betrachtet wird das System

) = ~ () — (o), Ghe) = (o) + 2 gae) firz =0,

d.h.
1

an(r) = ot ap(z) = =1, an(z) = ot an(r) = e
Aus der zweiten Gleichung ergibt sich
y1(x) = 2?yy(x) — 2z yo(),

und Einsetzen in die erste Gleichung liefert

yy (@) —zys(x) + 1) =0, wale) =z, wyl(z) =—2°

zo(x) ergibt sich als Losung des reduzierten Systems

240) = o) = 228 0i(e)| sale) = |2 = 501 o) = st
dh. 2(2) = z. Weiters ist
bo(2) :/ylix)alg(x)@(:p)d:p ::/_Lx?(—nxdx: ‘;—x .

Damit ergibt sich als Fundamentalsystem

wo=(7): wnmme(7)+(2)

v = (5 ).

Fiir die Wronski—Determinante ergibt sich

bzw.

—x?2 —2?lnzx

Wiz) = ‘ ¢ a(lnz+1)

‘ = —2’(lnx+1)+2°lnz=—2° <0

fir x > 0. Daher ist die Fundamentalmatriz'Y (x) fir alle x > 0 invertierbar. Insbesondere

fiir cg = 1 ist
vo- () var=( 7).

Fir die Ubergangsmatriz ergibt sich schlieflich

Y(z,1) =Y (2)[Y(1)] ' = ( _52 :p(_lrf?xlixl) ) ( _11 ? )
_ (xQ(l—lnx) —2?lnx )

xlnx z(lnz + 1)
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Fiir die Losung des Anfangswertproblems

Y) = () (o), ) = @) + (), () =) =1,

folgt dann
()= (G ety ) (1) = (et )
3.2 Inhomogene lineare Systeme

Betrachtet wird das Anfangswertproblem eines inhomogenen Systems linearer Differential-
gleichungen

g’(:c) = A(r)y(z) +g(x) firzela,b], y(xo) = go. (3.16)

Sei Y'(x) eine bereits bekannte Fundamentalmatrix des homogenen Systems
Y(z) = A(@)Y (2),

dann lautet der Ansatz der Variation der Konstanten zur Bestimmung einer partikulédren
Losung

y (¥) = Y (@)u().
Einsetzen in die inhomogene Differentialgleichung ergibt
y(x) = Y'(@)u(z) + Y () (x) = A(@)Y (z)u(z) + V(2)u'(x) = A)Y (2)u(z) + g(z),
und somit
Y(x)u'(z) = g().

Wegen W (z) = det Y (x) # 0 fiir alle x € [a, b ist die Fundamentalmatrix Y (x) invertierbar,
d.h.

bzw.

Fiir die partikuldre Losung folgt dann

T

y (2) = Y(2)u(z) = ¥ (z) / ()] g(s) ds = / Y (2, 5)g(s) ds

o o

mit der Ubergangsmatrix Y (z,s) = Y (2)[Y (s)]~'. Zusammenfassend ergibt sich die Lésung
des Anfangswertproblems (3.16) als

y(z) =Y (z,20)y’ + /w Y (z,5)g(s)ds. (3.17)

zo
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Beispiel 3.3. Fiir das inhomogene System

@) = (@) =)+ () = )o@ -, 220, ) =u) =1

lautet die Fundamentalmatriz

< —x?  —2?’lnzx

Y(z) = r  z(lnz+1)

) . W(z) =detY(z) = —a°.

Dann st

V(@) = = ( oz +1) a*Ing )

x3 —x —x

und fir die partikuldre Losung ergibt sich

y (1) = Y(x) / Y () gls) ds

. )

— —2’Inzx

d
z(lnz + 1)
)

7~ N 7 N
8

1 ([ s(lns+1) s*lns s
/15( —s —s? g2 )8
/:

L8

. A 1+Ins—s%lns d
n x  z(lnzx+4+1 s?—1 o
Mit
1
/ —-ds = Inuzx,
| |
/Eds = ln;p /EdS— lnx]
1 1 1
/ slnsds = —x lnx—/ —sds = —x’lnx — 2% + =
1 2 1 2 2 4 4
folgt

1 < —2?  —2’lnx ) <4ln:p+2[lnx]2—2x21nx+x2—1 )

y,(¥) = 4\ 2 2(lnz+1) 22> — 2 —4Inz

12 —1-2(Inz)* 4 2Inz]
o4\ 2[3-32"+2(Inz)? +2Ina] )

3.3 Lineare homogene Systeme mit konstanten
Koeffizienten

Die Losung des Anfangswertproblems

y'(x) = Alx)y(z) firz € a,b], ylzy) = go
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ist gegeben durch
y(z) =Y(x, :EO)QO

mit der Ubergangsmatrix

Y (2, 20) = Y (@)[¥ (a0)] .

Die Fundamentalmatrix Y (x) ist dabei Losung des Matrix—Differentialgleichungssytems
(3.12). Wegen

Y'(x,20) = Y'(2)[Y (20)] 7 = A(2)Y (2)[Y (w0)] " = A(2)Y (x, o)

und
Y (xg,z0) = Y(;z:o)[Y(a:O)]*1 =7

ist Y (z,x¢) eindeutige Losung des Matrix—Anfangswertproblems
Y'(z,20) = A(x)Y (x,29) fiir x € [a,b], Y(xo,z0) =1, o€ [a,b]. (3.18)
Die Losung von (3.18) geniigt der Integralgleichung
Y(x,z) = I+/ A(s)Y (s, x0) ds,
xo
so dafl durch die Methode der sukzessiven Approximation

YR (g a0) =1 +/ A(s)YF (s, 20)ds, YO(x,2¢) =1

o

eine Darstellung der Ubertragungsmatrix Y (x, 2¢) konstruiert werden kann. Unter gewissen
Voraussetzungen 1483t sich die Ubertragungsmatrix sogar mit nur einer einzigen Integration
in einer Reihe darstellen: Fiir eine Matrix B € R"*" wird durch

— 1
_ B ._ L pk 0._
exp(B) = e ._Zk!B , B%:=1
k=0
die Exponentialmatrix erklart. Wegen
S Lk < SO ik = B
lexp(B)| = || > 5 BY| < > = IBIF =
k=0

k=0

ist exp(||B||) eine konvergente Majorante und somit ergibt sich die Wohldefiniertheit der
Exponentialmatrix. Wir definieren jetzt die Matrix—wertige Funktion

o

Claw,m0) == Y % </ A(s) ds)k

k=0
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und berechnen

C'(z, 1) = i%% (L:A(s)ds)k

Ist die Matrix—Multiplikation
A(s)A(z) = A(x)A(s) (3.19)

kommutativ, so folgt

C"(x, z0) i% (/ s)k = A(2)C(z, zo).

k=

o

Weiterhin ist
C(l‘o, IL‘Q) =1.

Unter der Voraussetzung (3.19) ist die Matrix-wertige Funktion C(x, zo) Losung des Matrix—
Anfangswertproblems (3.18),

C'(z,20) = A(x)C(x,20), C(wg,20) = 1.

Da die Losung von (3.18) eindeutig bestimmt ist, folgt dann fiir die Ubertragungsmatrix

o0

Y(xz,20) = C(x, x0) = kz%% (/;A(s) ds)k = exp (/;A(s) ds) .

Insbesondere fiir ein System mit konstanten Koeffizienten, d.h. A(z) = A, ist die Ver-
tauschbarkeit
A(s)A(z) = A(z)A(s) = A?

stets erfiillt, und fiir die Ubertragungsmatrix ergibt sich

Y(%J?o)IeXp(/;Ads):exp(;,;_xo ) Zﬂf—xo

k=

Fiir die Losung des Anfangswertproblems folgt dann die Darstellung

y(z) =Y (2, 20)y Z x—xo Ak 0
k=0
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Wird vorausgesetzt, dal die Matrix A diagonalisierbar ist, d.h. es gilt

A=VDV™t V= (yl, e ,Q"), D= diag()\k>: . AR = \o®,
=1
so folgt
(SU) o Vi ("L‘ - "L‘O)kavfl 0
v = Kl v
k=0
Wird der Anfangsvektor
go = an’ =Va
=1

in der Basis der Eigenvektoren von A dargestellt, so ergibt sich

— 1
y(z) =V Z TD’“Q = Z E(az — x0)" Nt = Z @m0yt (3.20)

> (x — xo)’l‘C
ke

0 /=1 k=0 /=1

Beispiel 3.4. Betrachtet wird das Anfangswertproblem

yi(z) = yi(x) +y2(x),  yolx) = dyi(z) +y2(z), 41(0) = 12(0) =1

mit
1 1
A_(4 1).

Aus

1—)\ 1 2 2 !

det(A — M) = det =1=-XN)"—4=X-21-3=0

4 1—A

folgt

mit den Figenvektoren

Fiir den Anfangsvektor go folgt dann

(1) = (a) o) =2(2) +2( )

Damit ergibt sich als Losung des Anfangswertproblems

g(x):zegx(;)+ie_$<_12).
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Fiir die bisherigen Betrachtungen haben wir die Diagonalisierbarkeit der Koeffizienten-
matrix A € R™"™ vorausgesetzt. Im folgenden wollen die Darstellbarkeit der Losung im
allgemeinen Fall untersuchen.

Sei (), z) € C x C™ Eigenwert und Eigenvektor von A, d.h. Az = \z. Dann gilt fiir die
Losung des Anfangswertproblems

die Darstellung
y(r) = eMr=z0) 5

Besitzt A n linear unabhiingige Eigenvektoren 2!, ..., 2", so wird durch

yF =Ml ki k=1, . n

ein Fundamentalsystem definiert. Dies entspricht gerade dem Fall einer diagonalisierbaren
Koeffizientenmatrix, d.h. die Jordansche Normalform von A hat Diagonalgestalt. Auf diesen
Fall bezieht sich auch der folgende Satz.

Satz 3.3. Set A € R™ "™ reell.

i. Set A = a+ i ein komplexer Eigenwert der reellen Matriz A mit 5 # 0, und sei
2z = a+1b ein zugehoriger Figenvektor. Dann ergeben sich aus der komplexen Ldsung

y(w) = 7o)z

zwer reelle Losungen der Gestalt

u(z) =Rey(x) = Re :ea(x*m) ( cos B(x — o) +isin f(x — x0)> (g + ib)

_ ea(l‘—$0) _COS 6(1‘ —_ ,[L‘O)Q — sin 6(1‘ - .[L'Q)Q_ )

v(z) =Imy(r) = Im :ea(m’x‘)) <cos B(x — o) +isin f(x — :co)) <Q + zb)

) -sinﬁ(x — 20)a + cos f(x — xo)b_ :

it. s seien 2p komplexe Eigenwerte A1, ..., \p; App1 = A, Aop = Xp und q weitere
reelle Eigenwerte Aopi1, ..., Agprq vorhanden. Die zugehdrigen p + q Eigenvektoren
2k € C" seien linear unabhdingig und fir k =p+1,...,p+ q reell. Dann bilden

y?*~1(x) = Re [e/\k(x_m)gk} , y?*(2) =Im [eAk(x_wo)gk} firk=1,...,p

und
v =eMF firk=2p+1,...,2p+¢

ein System von 2p + q linear unabhdngigen Lésungen. Fir 2p 4+ q = n bilden diese
ein reelles Fundamentalsystem.
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Beispiel 3.5. Betrachtet wird das System
() = —yi(@) — dp(z),  ya(2) = 11 (x) — 1a(2)

mat
-1 —4
A_( 1 _1).
Aus
—1-A —4 9 2 !
det(A — M) = det ! 1o =(14+N)"+4=X+21\+5=0
folgt

Mjp=—1+tvV—d=—1+2i.

Fiir die Bestimmung des Figenvektors z zu \y = —1 + 21 ist
1 =2 z )\ 0

21 = 2Z, 29 = 1.

zu losen, es ergibt sich

Mit

folgt schliefSlich
(2) = e® —2sin 2z (2) =" 2 cos2x
wr)=e¢ cos 2z B =e sin2z )’

d.h. die allgemeine reelle Losung lautet

() = _z [ —2sin2zx i _z [ 2cos2x
i)y =ae cos 2x “2 sin2x )’
Der Fall einer Jordanschen Normalform mit Nebendiagonaleintrigen fiithrt auf Losungen

etwas allgemeinerer Gestalt. Seien «y die Vielfachheiten der Nullstellen Ay des charakteri-

stischen Polynoms
T

det(A — AT) = [ = M)
k=1
Dann ist ay, die algebraische Vielfachheit und dim(ker(A — AI)) die geometrische Vielfach-
heit des Eigenwertes \;. Fiir die Transformation der Matrix A auf Jordansche Normalform
definieren wir die Jordan-Ketten b*, 6", ... ¥ mit k < oy, — dim(ker(A — \y)):
(A= XD = 0,
(A= NDD = b,

(A . )\k[>ék+n _ bk‘l’l’ufl.
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Fiir ¥ # ( sind die Vektoren Qk, o ,l_)kJr“ linear unabhéngig. Definieren wir
Bk — (bk karl o bk+li) c Rnx(nJrl)
so folgt

AB, — (A@k, AR ,A@’”“)

_ ()\kl_)k,l_)k + )\kbk+1’bk+ﬁfl =+ )\kék+li)

DY
e 1

_ (z_)k,z_)’f“,...,@k*“) — B,J,

1
Ak

mit den Jordan-Blécken J, € Rt+Dx(+1) Bildet man aus allen 7 linear unabhéingigen
Jordan—Ketten und den zugehorigen Eigen— und Hauptvektoren die reguldre Matrix

B:(Bl,...,B;),

so folgt
AB = BJ, J = diag (Jk)

Der Einfachheit halber betrachten wir im folgenden den Fall einer Matrix A mit nur einem
Jordan—Kasten, d.h.

Al
Al
B'AB=J = e R™™,

Fiir die Losung des Differentialgleichungssystems

fiihrt die Multiplikation mit B~! auf

(B Yy(z)) = B*IABBAQ(:L’)

und mit der Transformation w = Bilg bleibt zu 16sen:

w'(z) = Jw(z) = Aw(z) + Fw(z)
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mit der sogenannten Shift—-Matrix

Fiir die Ubergangsmatrix des Differentialgleichungssystems
w'(x) = (M + Flu(z)

ergibt sich

o k
W (a, 20) = RO = Mool loa)F — Mo—eo) 3 (2= 20)7 g
(z,20) = €77 =e 0T = ¢ 0 k! )

Wegen

folgt durch vollsténdige Induktion F* = 0 fiir k& > n. Damit ist

3
—_

K
r —XT
Wz, zg) = e (@ = 20)" o )" o

i

0

1 z—x9 3(z— z)? o (@ — zo)"

1 x (x — 3)?

N[

_ 6)\(96—$0) 1

und durch Riicktransformation ergibt sich schliefllich
Y (z,x0) = BW (z, x9).

Im Fall mehrerer Jordan—Késtchen ist entsprechend zu verfahren.
Zusammenfassend ergibt sich der folgende Satz:
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Satz 3.4. Zu einer ay—fachen Nullstelle des charakteristischen Polynoms det(A — \I) gibt
es ay, linear unabhdngige Losungen

y"(x) =eMp  (x),
wobei die Komponenten von gm_l(a:) Polynome vom Grad m — 1 sind, m =1,..., ag.

Beispiel 3.6. Betrachtet wird das Anfangswertproblem
(@) = yi(z) —ya(z),  ys(2) = dyi(2) — 3ya(2)

a=(35)

):()\—1)(3+)\)+4:>\2+2)\+1:(1+)\)2

mit

Aus
11— —1
4 —3=A

folgt X = —1 als doppelter Eigenwert. Fir die Bestimmung des zugehdrigen Eigenvektors

(F2)(n)=(5) @ ==(3)

1st einziger Figenvektor. Zugehdrige Losung ist

det(A — AI) = det (

Zur Bestimmung einer zweiten Ldésung betrachten wir den Ansatz

2 - _ - a+bx
y(r)=e ]_)1(1‘)—6 (c+dx>'

Einsetzen in das Differentialgleichungssystem ergibt

o b—a—10bx [ a+ bz
g;(x):e (d—c—dx):e A<c+dx)'

Koeffizientenvergleich liefert

wen(2)=(8) e (3)-(2)
() ()-(4) ()

Offenbar entsprechen diese Gleichungen dem System zur Bestimmung der Jordankette. Als

Lésung ergibt sich
b=1, d=2, a=1 c=1.

Somit lautet die zweite Losung
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3.4 Langzeitverhalten autonomer Systeme

Viele Systeme gewohnlicher Differentialgleichungen sind autonom und haben die Gestalt

Y (z) = fy(z)),

d.h. die rechte Seite f(y) hingt nicht explizit von der Unabhéngigen x, zum Beispiel der
Zeit, ab. Differentialgleichungen dieser Gestalt treten zum Beispiel auf, wenn die zugrunde
liegenden physikalischen Gesetze nicht von der Zeit abhingen.

Betrachtet man die Losung y(z) im R”, so definiert sie dort, im sogenannten Phasen-
raum, eine Raumkurve oder Trajektorie

v = {g(w) ER":z € [a,b]}.

Der Graph einer Trajektorie wird auch Orbit genannt. Insbesondere interessiert uns das
Verhalten der Losungen fiir + — oo, d.h. die moglichen Endzustédnde, bzw. die Herkunft
fiir x — —o0, d.h. die méglichen Urzusténde.

Der einfachste Fall von Systemen gewohnlicher Differentialgleichungen ergibt sich fiir
n = 2. Hier nennt man den Phasenraum R? auch die Poincare’sche Phasenebene.

Beispiel 3.7. Betrachtet wird das Anfangswertproblem

yi(x) = =y (z) — 8ya(x), yu(w) =8yi(z) —y2(x), 11(0) =1, w2(0) =0.
Dann ist
(-1 -8 B —“1-X -8 o
A_< ) _1), det(A—)J)-det( ) —1—>\)_)‘ 12\ + 65

und fiir die Eigenwerte von A ergibt sich A\ = —1+8i. Fiir die Berechnung des Eigenvektors
vl zu N = —1 4+ 8 ist

—8 -8 vy [0 ih —i -1 vy [0
8 —8i vs )\ 0 ) T 1 —i va )\ 0 )"
Fiir vl =1 folgt dann vy = —i. Die zugehdorige komplezwertige Losung lautet also

v(z) = Myl = efr[cos 8x + isin 8x] < —lz ) ,

bzw. ergibt sich fir die allgemeine reellwertige Losung

(@)= e cos 8x Y sin 8z
o '\ sin8z 2\ —cos8x '

Aus der Anfangsbedingung

<
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ergibt sich schlieflich c; =1 und co =0, d.h. die Lésung

(2) = cos 8x
Y\ = sin 8x

strebt fir x — oo gegen den Ursprung.

In Beispiel 3.7 haben wir ein System der Gestalt
(@) = fily (), y2(2)),  ya(x) = folyr(2), y2(x))

betrachtet. Schreiben wir
Ya(z) = y2 (11 (),
so folgt mit der Kettenregel

d

Yo(r) = %?/2(91@)) = diyl?h(yl)yi@) = diylyZ(yl)fl(ylayz) = foly1, v2).

Mit den Substitutionen y = y, und x = y; folgt also
filz,y(@)y'(2) = fa(z, y(z)) =0,
zu losen ist also eine implizit gegebene Differentialgleichung
F(z,y(x),y'(x)) = 0.

Fiir ein implizit gegebenes System von n Differentialgleichungen zur Bestimmung von n
Funktionen yy(t), ..., y,(t), d.h.

E(z,y(z), y'(x)) =0,

heifen diejenigen Punkte (z,3",p") € R*"*! mit

E($07 QO’BO) = Q)

fiir welche die implizit gegebene Differentialgleichung nicht nach y'(z) aufgelost werden
kann, singulére Punkte. Nach dem Satz iiber implizit gegebene Funktionen gilt in singuléren
Punkten

E(xo,go,go) =0, detﬂp(xo,go,go) =0.

Fiir ein autonomes System der Gestalt

(@) = f(y(@)

sind die Gleichgewichtslagen QO gegeben als Losung von

f(y°) =0

Daraus ergeben sich die stationdren Gleichgewichtslosungen

y() = 3"
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Beispiel 3.8. Fiir das System y'(z) = f(y(z)) mit

Hiy(@)) = =y (@) = 8pa(x),  faly(1)) = Byi(x) — w2(2)

ergeben sich die Gleichgewichtslagen yo als Losung des linearen Gleichungssystems
9 =8y =0, 8 —yy =0, dhyl=y,=0.

Die Lisung eines zugehdrigen Anfangswertproblems,

o= {0 (S )+ (%, )},

strebt fiir jeden Anfangswert y(0) fiir x — oo gegen den Ursprung 0, der alleiniger Endzu-
stand ist.

Man erkennt, dafl fiir das Langzeitverhalten der Losungen autonomer Systeme die singu-
laren Punkte und die Gleichgewichtslagen verantwortlich sind. Fiir die Analysis kann man
eine Taylor-Entwicklung von f um einen singuldren Punkt betrachten, bzw. die Anfangs-
bedingung durch 7(z) = y(x) — 4° in den Nullpunkt verschieben. Daher betrachten wir
im folgenden die einfachsten Typen singulirer Punkte zu linearen autonomen System mit
n=2.

Fiir eine regulire Koeffizientenmatrix A € R?*? betrachten wir das autonome System

Wie wir bereits gesehen haben, wird die allgemeine Losung des Systems durch die Eigen-
werte A; und Ay der Koeffizientenmatrix A bestimmt. Dabei betrachten wir die folgenden
Fallunterscheidungen.

Zwei reelle Eigenwerte )\{, \» mit linear unabhingigen Eigenvektoren

Seien v* die zugehorigen, linear unabhingigen, Eigenvektoren mit
At = Na®, M eER, k=1,2, B=(v'2?).

Mit der Transformation y = Bu ergibt sich

Vo) = A = (4 ) ) e

mit der allgemeinen Losung

Az Ao
) )

v1(z) = cre vo(x) = cqe
bzw.
y(x) = Bu(z) = cie™®0v! 4 cpe’?™0?.
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Fiir den Orbit ergibt sich durch Auflésen

1 1 U1 1 1 V2
r=—MmM—=—In—
)\1 C1 )\2 Co

bzw.

o U1 >\2/>\1 o )\2/)\1
Vg = Co | — = k] , keR.

&1

Jetzt sind weitere Fallunterscheidungen vorzunehmen.

e \; <0, \y < 0: Fiir z — oo streben die Losungen v, () = c1eM® und vo(x) = cpe’?®
gegen Null, es liegt ein stabiler Knoten vor.

Als Beispiel betrachten wir das Differentialgleichungssystem
() = =201(x) + y2(x),  ya(e) = —p2()
mit
-2 1 —2—-A 1 !
A:( 0 _1>,det(A—)\I):det( 0 _1_/\):(2+A)(1+A):0,

und mit den Eigenwerten Ay = —1, Ay = —2. Fiir die Bestimmung der zugehdorigen
Eigenvektoren ist

-1 1Y\ (1 01\ ,

Fiir die Orbits ergibt sich

Il
1=
1<

Il

7N
O =
~_

vy = kvi.

Aus der Transformation
o Y1 . 1 1 (%1
e () =(10) ()

Y1y =V + V2, Y2 =y,

folgt

bzw.
V1 =Y2, U2=1Y1— Y2
mit dem zugehorigen Orbit

Y1 = kys + yo.
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Knoten im (v, vq) System, k = £1 Knoten im (y;,ys2) System, k = +1

)\1 )\2:13

e )\ >0, Ay > 0: Fiir z — oo streben die Losungen vi(x) = ¢;e™* und vy(x) = coe
gegen Unendlich, es liegt ein instabiler Knoten vor. Fiir die Orbits ergibt sich wieder
die Gleichung

Vg = kvi‘Q/)‘l, ke R.

e \; <0, \y > 0: Fiir z — oo strebt die Losung v;(x) = c1eM® gegen Null, wihrend
die Losung vo(z) = cpe*?® gegen Unendlich strebt, es liegt ein Sattelpunkt vor. Fiir
die Orbits ergibt sich

vy = koMM e R

Als Beispiel betrachten wir die Differentialgleichungen

i () = 3ui(x) = 2pa(x),  wy(2) = 21 (x) — 2u2(2)

mit
3 =2
=5 2)
und
3—A -2 2
det(A — M) = det 9 9y =24+MNA=3)+4=X—-)1-2

mit den Eigenwerten

A 1j: 1+2 AM=—1 A=2

1/2_2 A ) 1 — ) 2 — 4.

Fiir die Bestimmung der zugehorigen Eigenvektoren ist

4 =2\ ; (1 1 -2\ 5 (2
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Fiir die Orbits ergibt sich
vo =kvy?, keER.

Aus der Transformation

v=re (0)=(57) ()

folgt
Y1 =v1 + 202, Yo =2v1+ 0o
bzw.
2 1 2 1
v = — —_ — Vo = — - —
1 3y2 3y1, 2 3y1 3y2,

mit dem zugehorigen Orbit

2 1o [2, 1 -
3y1 3y2— 3y2 3y1 :

100

-100

Sattrelpunktrim (v1,v9) System, k = +1 Sattrelpunktrim (y1,y2) System, k = +1

Zwei konjugiert komplexe Eigenwerte A\ = a +i5, 5 # 0

Sei z = a+1b der zu A\ = a+1if zugehorige Eigenvektor, dann lautet die allgemeine Losung
y(z) = cre™ [cos B(x — xo)a — sin Bz — xo)l_)] + coe® [sin B(x — xg)a + cos f(x — xo)l_)] :

In Abhéngigkeit von « erhélt man die folgenden Félle:

e a < 0: Fiir z — oo strebt die Lésung y(x) gegen Null, es liegt ein stabiler Strudel
vor. Als Beispiel betrachten wir die Differentialgleichungen

yi(7) = —yi(w) — dya(),  yo(w) = v1(2) — ya(z)

mit der allgemeinen Losung

(@) = e —2sin 2z 4 et 2 cos2x
yir) =ae cos 2z C2¢ sin2z |-



74 3. Systeme von Differentialgleichungen erster Ordnung
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Losung fiir ¢ = %, cy = 1.

e a > 0: Fiir # — oo strebt die Losung y(z) gegen Unendlich, es liegt ein instabiler
Strudel vor.

e o = 0: Die Losung lautet
y(z) = c1| cos f(x — x¢)a — sin Bz — xo)@] + C9 [sinﬁ(x — xg)a + cos Sz — xo)@],

d.h. die Orbits beschreiben Ellipsen um den Nullpunkt. Als Beispiel betrachten wir
die Differentialgleichungen

yi(r) = yi(x) = 5ya(),  ya(x) = yi(x) — yalw)

mit der allgemeinen Losung, fiir xq = 0,

g(m):cl[cosh:(?)—sin%c( Y )] +62[sin2x(?)+cos2x( Y )}

4

.
8 6 -4 2 0 2 4

Losungen fiir (¢1,¢2) = (1,1), (1, %)7 (%7

o
[

N[
S~—
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Zweifacher reeller Eigenwert und nur ein Eigenvekor

In diesem Fall lauten die Gleichungen fiir einen Eigenvektor b' und einen Hauptvektor b
zum Eigenwert A

Ab' = \b',  AD* = Nb° 4+ b
Mit der Transformation y = By, B = (b', %), ergibt sich

V(@)= BB = (o ) )o@
0 A
mit der allgemeinen Losung

(@) = e ( ; ) e ( ’ ) .

Fiir die Berechnung der Orbits ergibt sich aus

vy = e + CQxe/\x, Vo = cpe™®

zunéchst
1
AT = %, =~ In|2
Co A Co
und somit
c v v c 1 1
vy = [014—021’} M=o+ —=In|=2|| 2 =12 —<In|e| + ~In|vo|| vs,
A Co Co Co A A

d.h.

1
v = [k—l—xln\vﬂ] vy, keR.

Wieder ist eine weitere Fallunterscheidung notig:

e )\ < 0: Fiir # — oo streben die Losungen vy (z) = c1e™ + core?® und vy(z) = cpe®

gegen Null, es liegt ein stabiler Knoten dritter Art vor. Als Beispiel betrachten wir
die Differentialgleichungen

(@) = ni(x) —ga(x),  yy(x) = 4y (x) — 3ya(2)

_ 1 (1 s (1
)\1/2_ 17 é_(2>7 Q—(l)

v1(x) = cre” " + cowe™®,  vy(x) = coe” Y,

mit

Daraus ergibt sich

und
yi(x) =cre® + (1 +x)e™™, ya(z) = 21677 4 (1 + 2x)e™ ™.
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20 -15 -10 5 0 5 10 15 20 8 - -4 2 0 2 4 6 8

(v1,v9) System (11 ,Vyg) System

Stabiler Knoten 3. Art fiir (¢1,c2) = (1,1), (-1, —1).

e )\ > 0: Fiir # — oo streben die Losungen vy (z) = ¢ + cywe’ und vy(z) = coe™®

gegen Unendlich, es liegt ein instabiler Knoten dritter Art vor.
Definition 3.4. Fine Gleichgewichtslage w® von

d o
Sut) = flw(t), flw’)=0

heifit stabil im Sinne von Lyapunov genau dann, wenn fir alle e > 0 ein 6 > 0 existiert,
so daf fir alle t > 0

Juot) — ]| < ¢
gilt mit
w(0) €Us(w®) = {z + ||l — || < 5}.

w® heifit asymptotisch stabil genau dann wenn w® stabil im Sinne von Lyapunov ist, und
auflerdem ein dg > 0 existiert mit

lim w(t) = w® fir alle w(0) € Us, (w?).

t—00

Satz 3.5. Gilt fiir alle Eigenwerte der Koeffizientenmatriz A € R™"™ des autonomen
linearen Systems w = Aw
Re ), < a,

dann existiert eine Konstante ¢ > 0 mit
lexp(At)||p < ce™  fiir allet > 0.

Beweis: Fiir die Ubergangsmatrix des Differentialgleichungssystems w = Aw gilt die
Darstellung

Y (t,0) = exp(At) = (e’\lt]_Jl )., e/\”t]_)n(t)>.
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Fiir die Euklidische Vektornorm einer jeden Spalte folgt

[etp, (D)2 = e et

€ I, (®)ll2 < e |Ip, (£)]l2
mit
go:= min (a— RelX;) > 0.

k=1,...,n

Da ||]_9k(t)||§ ein Polynom vom Grad hochstens 2n ist, folgt
: —eot o
lim e [p, (B} = 0,
und somit ergibt sich die Behauptung. [ ]

Satz 3.6. Die Gleichgewichtslage w® = 0 des autonomen linearen Systems w = Aw ist fiir
den Fall
= max Rel, <0

k=1,...,n

asymptotisch stabil, und fir den Fall
@ >0

instabil im Lyapunovschen Sinne. Fiir = 0 ist w® = 0 nicht asymptotisch stabil. Ist fiir
=0 die Matriz A diagonalisierbar, so ist w® stabil im Lyapunovschen Sinne.

Beweis:

e Fiir y < 0 wihle man « € (p,0). Dann folgt die Behauptung aus

exp(At)||r < ce® — 0 fiir t — oo.
p

e Fiir 4 > 0 wahle man zum FEigenwert A\; mit g = Re)\; mit einem zugehdrigen
Eigenvektor z*, ||z*|s = 1, den Anfangswert w(0) = 362" € Us(0). Dann gilt

)
ZF| = lim —e™ = o.

. 10 g
m = lim |=e”*
tli>oo ‘w<t>| o tlimo 26 t—o00

e Fiir ;4 = 0 existiert entweder ein reeller Eigenwert Ay = 0, oder ein komplexer Fi-
genwert \p = i5. In beiden Fillen definiert der zugehorige Eigenvektor eine Losung,
welche fiir £ — oo nicht gegen 0 strebt, d.h. die Gleichgewichtslage ist nicht asym-
ptotisch stabil.

e Ist fiir p = 0 die Matrix A diagonalisierbar, so existieren keine Hauptvektoren, und
die Stabilitdt nach Lyapunov folgt unmittelbar.
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Beispiel 3.9.

o [iir das System
wi(t) = —2wi(t) +wa(t), wh(t) = —ws(t)

(=2 1 _ 1 (1 _ o (1
A_<O _1)7 )\1_ 27 Q_<0)7 )\2_ 17 y_(]_)

mit der Ldosung

15t

w(t) = cre ( é ) —|—czet( } ) — 0 fiirt — oo,

d.h. die Gleichgewichtslage w® = 0 ist asymptotisch stabill.

o [lir das System

(1 =2 _ 1 (1 _ s (1
A_<O _1)7 >‘1_17 y_<0)7 )‘2__17 Q_(l)

mit der Lésung

S
—_
—~

~
SN—

I

g
=
—~

~
SN—

|

[\

g
%)
—~

~
SN—

S
%)
—~

~
SN—

I
|
g
%)
—~
~
S—

18t

w(t) = cret ( é ) + cpet ( 1 ) : tlim wi(t) =00 fiirc; >0,
—00

d.h. die Gleichgewichtslage w® = 0 ist nicht stabil im Sinne von Lyapunov.

o [iir das System
wi(t) = —wa(t), wy(t) = —wa(t)

(0 -1 B 1 (1 o o (1
A_<O _1)7 )\1_07 y_<0)7 )\2_ 17 2_(1)

mit der Lésung

w(t):cl<é)+026_t<1)%01((1)) fiirt — oo,

d.h. die Gleichgewichtslage w® = 0 ist stabil im Sinne von Lyapunov, aber fiir ¢; # 0
nicht asymptotisch stabil.

15t

o [iir das System

wi(t) = wi(t) —wa(t),  wh(t) = wi(t) — wa(t)
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18t

A:<1:j),daM—AD:(le_iiA):Q—DM+D+1:V

mit dem doppelten Eigenwert Ao = 0, und dem einzigen Eigenvektor vt = (1, .
Fiir den zugehorigen Hauptvektor ergibt sich

()G =0) #=0)

Damit folgt fiir die Lisung

w@:q(})ﬂm<é),hmm@:m (s > 0),

t—o00

d.h. die Gleichgewichtslage w® = 0 ist nicht stabil im Sinne von Lyapunov.

Um Losungen nichtlinearer autonomer Systeme auf Stabilitdt nach Lyapunov bzw.
asymptotische Stabilitdt untersuchen zu koénnen, ist das folgende Gronwallsche Lemma
ein zentrales Hilfsmittel.

Lemma 3.2 (Gronwallsches Lemma). Sei o(t) firt € [0,a] stetig und erfiille die Unglei-
chung

o(t) < a+5/0tcp(s)ds, t €[0,d
mit Konstanten o, f € R, > 0. Dann gilt fir alle t € [0, a] die Ungleichung
o(t) < ae’.
Beweis: Sei ¢ > 0 beliebig gewéhlt. Die Funktion
Y(t) = (a+e)e™
ist Losung des Anfangswertproblems
W) = Bu(t), B(0) =a+e,

und somit der Integralgleichung

t
Y(t) :a—|—5+5/ YP(s) ds.
0
Andererseits ist nach Voraussetzung

p(0) Sa<a+e=19(0),
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Aufgrund der Stetigkeit der Funktionen ¢(¢) und (t) existiert ein ¢y > 0 mit
o(t) <(t) firallet € [0,t).

Durch Widerspruchsbeweis zeigen wir, dass es kein ¢ty € (0, a] gibt mit ¢(ty) = ¥(to). In
diesem Fall folgt aus der Voraussetzung

to to
@(t0)§a+5/ <p(3)d5<oz—|—5—|—ﬁ/ Y(s)ds = (to)
0 0
und somit ein Widerspruch zu ¢(ty) = ¥(ty). Damit folgt

p(t) < ¥(t) = (a+e)e”
fiir alle ¢ > 0. Durch Grenziibergang ¢ — 0 folgt schliellich die Behauptung. [ ]
Fiir das nichtlineare autonome System

d
Su(t) = fw(®)

mit der Gleichgewichtslage w® = 0, d.h. i (0) = 0, betrachten wir das durch eine Taylor-
entwicklung gewonnene System

dt™ . = ow  lw=0'

Dabei setzen wir voraus, daf8 die Funktion g(w) fiir ||w[[2 < 0, 0 > 0 erkldrt und stetig ist,
und daf§
lg(w)ll2

Jwl2—0 |lwl|2

= 0.

Satz 3.7. Sei w® = 0 Gleichgewichtslage von W = f(w).

i. Alle Eigenwerte N\, von A € R™™ erfiillen Re\, < 0. Dann ist w® = 0 asymptotisch
stabil.

ii. Fiir mindestens einen Eigenwert A\, von A gelte Re )\, > 0. Dann ist w® = 0 instabil
im Sinne von Lyapunov.

Beweis:

i. Aus der Voraussetzung folgt zunéchst die Existenz von Konstanten 5 > 0 und ¢ > 0,

so daf3
lexp(At) || < ce™  fiir alle t > 0.

Andererseits folgt die Existent einer Konstanten dy € (0, g), so dafl

lg(w)l2 < % ]l fiir alle [w]]z < d
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erfiillt ist. Jede Losung der inhomogenen Differentialgleichung
d
() = Auw(r) + glu(r)

geniigt der Darstellung

Aus der Vertraglichkeit der Frobenius—Norm zur Euklidischen Vektornorm folgt dann

t
lew(®)l2 < e w(0)]z + ¢ / e B0
0

bzw.

)l < )l + 5 [ e lu)lds

Die Funktion
o(t) = e w(t)|l

erfiillt also die Ungleichung

/8 t
p(t) < cllw(O)llz + 5 [ (s)ds,
0
nach dem Gronwallschen Lemma folgt also
p(t) < e [lw(0)]le”?,
d.h.
lw(t)ll2 < ellw(0)[l2e~ /2.

Fiir hinreichend kleine ||w(0)||2 < € bleibt ||w(t)||2 < &g, insbesondere folgt die asymp-

totische Stabilitét.

Mit A, bezeichnen wir alle Eigenwerte von A mit Re A, > 0, wihrend mit \; die
Eigenwerte mit Re\; < 0 bezeichnet seien. Sei B die aus den zugehorigen Eigen—
und Hauptvektoren gebildete Matrix, dann ist die Jordansche Normalform von A
gegeben durch J = B~'AB.

Sei n > 0 so gewahlt, so daBl 0 < 67 < Re )\ fiir alle Eigenwerte Ay mit Re A\, > 0
erfiillt ist. Definieren wir
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so folgt fiir

A1
A1
D=H'H=H" Ar Al H,
)\r—f—l
Am
wegen
U/ Al n’ _ (A
?7—5—1 by 7]8+1 - A )
)\1 n
A1
_ Ar 1]
D= A,
>\7"+1
Am
Fiir das nichtlineare autonome System
w(t) = Aw(t) + g(w(t))
erhalten wir mit der Transformation w(t) := BHu(t) das Differentialgleichungssy-

stem
0(t) = H'B"'ABHuv(t) + H 'B~'g(BHv) = Dv + g(v),

d.h. die Differentialgleichungen
0i(t) = Avi(t) + i (t) + gi(v(t))
bzw.
0;(t) = Nui(t) + gs(v(1)),
oder einheitlich
0;(t) = Avi(t) + nxiviga (8) + gi(u(1)).

Fiir einen Eigenwert \; mit linear unabhéngigen Eigenvektoren bzw. fiir den letzten
Hauptvektor ist x; = 0 zu setzen, andernfalls chi; = 1.

Aufgrund der Voraussetzungen an g existiert fiir jedes € > 0 ein § > 0 mit

lg(w)ll2 < e llwlly  fiir alle lw[l; < 6.
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Dann folgt
lg)ll. = |[H'B 'g(BHu)||
< [[H'B7 Y rllg(BHV)]|»
< |[[H'B™ Y| re|BHul|,
< e||H'B7!|p||BH|Fllul2,
falls 5
|BHvl|; < [|[BH||pllvlls £ 6, o]z < TBHT»

erfiillt ist. Nun sei € > 0 so klein gewihlt, so dafl

19@)ll2 < nllzlls

erfiillt ist.

Jetzt nehmen wir an, da§ w® = 0 stabil nach Lyapunov sei. Nach Definition existiert
dann zu dem eben gewéhltem € > 0 ein 6 > 0, so daf3

|lw(t)|l2 < e fir alle [[w(0)|2 < 4.

Seien vy (t) und v;(¢) diejenigen Losungskomponenten, welche zu Re A\, > 0 bzw. zu
Re A; < 0 gehoren. Dann definieren wir die skalaren Funktionen

o)=Y @ @)= Y luyP

k:ReAip >0 j:Re)\jSO

und betrachten eine (nicht triviale) Losung v(¢) mit

o

20}z < Tz
IBH| »

¥(0) < ¢(0).

Die zweite Forderung kann zum Beispiel erreicht werden, wenn eine Losung mit
v;(0) = 0 fiir Re A\; < 0 betrachtet wird.

Aus den Differentialgleichungen fiir die Komponenten v;(t) folgt dann

by = T o= Y S ]

k:ReAp>0 k:ReAp>0
= Z [i}k(t)m + Uk(t)m} =2 Z Re [Dk(t)vk(t)]
k:Reh,>0 k:Rehy, >0

= 2 3 Re[ (Munlt) + v (t) + Gw(®) )onle)]

k:ReAi >0
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bzw., unter der Verwendung der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung,

S0 = Y Reu@P+n Y xRe(ven ()

k:ReA>0 k:ReAp>0
+ Y Re[gu®)u)]
k:ReAr>0
1/2 1/2
SO \vk(t)lz—n< 3 xk\vm)ﬁ) ( 3 xk\vw)ﬁ)
k:ReAr >0 k:ReA >0 k:ReAp>0
1/2
—( 5 ma»e)( 5 |vk<t>|2)
k:ReA>0 k:ReAp>0

> 5 ¢(t) = Ve(t) llg(u(®))ll2-
Solange ¥ (t) < ¢(t) erfiillt ist, folgt

lg(e@)I3 < 7* lu(®)]3

Un ( Yo @+ Y Uj(t)2>
k:ReAp>0 J:Re); <0
= o (t) + ()
< 279(t) < 4n’e(t).
Solange 1(t) < ¢(t) erfiillt ist, folgt also

S0(1) > Bno(r).
Andererseits ist
b0y =2 3 Re|(Aus(t) + mxgoi(t) + 5 (w(t) ) o).

j:Re; <0

und somit

S0(0) < m(e) + 200(1).

Dann folgt
5 (80 = 9] > 300(0) — b (2) — 200(6) = nl6(e) — (1)

Aus ¢(0) < ¢(0) folgt also 1(t) < ¢(t) fiir alle t > 0. Also gilt auch
o(t) > 61 (t),

und somit

B(t) > ¢(0)e"  fiir alle t > 0.

Dies steht aber im Widerspruch zur Stabilitit von w® = 0.
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Definition 3.5. ®(w) heifit erstes Integral zum autonomen System w(t) = f(w(t)) mit
der Gleichgewichtslage w® = 0 genau dann, wenn

Vo) fw) -3 22

k=1

fe(w) =0

6wk

im Definitionsbereich von f und ® erfillt ist.

Lemma 3.3. Sei y ein Orbit des autonomen Systems w(t) = f(w(t)) mit der Gleichge-
wichtslage w® = 0. Dann ist
P(w(t)), = konstant.

Beweis: Mit der Kettenregel und Einsetzen der Differentialgleichung ist
d "L 0d(w) "L 00 (w)
_(I) t — N7 t — N7 — O
S e (D), 521 o wi(t) ;:1 w0, fr(w)py

Beispiel 3.10. Das Newtonsche Gesetz amwi;= —mgsinw; fir die Winkelbeschleunigung
wy liefert mit der Winkelgeschwindigkeit wy = 1wy und mit k* = g/a das autonome System

w(t) \ _ ws(t)

we(t) )\ —Kk*sinwy(t) )
Gleichgewichtslagen sind w* = (sin kw,0)". Durch Linearisierung mittels Taylor—Entwick-
lung erhalten wir fiir w® = (0,0)"

() = (e 0) G+ (ot “smmtn )
Die Funktion

g2(w) = k2 [wy — sinw;|

erfillt alle erforderlichen Voraussetzungen, und weiterhin ist

0 1 .
AZ(—I{?Q 0), )\1/2::l:Z]{Z.

Wegen Re Ay = 0 kann keine Aussage zur Stabilitit gemacht werden.
Zur Bestimmung eines ersten Integrals betrachten wir die lineare partielle Differential-
gleichung

0 .
8—m‘b(w1,w2)w2 + 8—W©(w1,w2)[—k2 sinws] =0,
welche fir
ﬂ<I>(w wy) = w 9 ®(wy, wy) = k*sinw
Ows PR By b 1



86 3. Systeme von Differentialgleichungen erster Ordnung

erfullt ist. Daraus ergibt sich

1
O (wy, we) = éwg — k% cosw;.

Die Orbits im Phasenraum (wy,ws) sind also implizit durch die Kurven
ws — 2k* cosw; = ¢

gegeben, d.h.
w3 = ¢+ 2k* cosw .



