Kapitel 4

Lineare Differentialgleichungen
héherer Ordnung

Betrachtet wird eine lineare Differentialgleichung der Ordnung n,
S a(@)y® (@) = f(a) iz € [a,0] (4.1)
k=0

wobei a,(x) # 0 fiir alle z € [a, b] vorausgesetzt wird. Fiir f(z) = 0 bezeichnet man die
Differentialgleichung (4.1) als homogen, andernfalls als inhomogen. Mit den Transforma-
tionen

wo(z) = y(x),
wi(z) = y'(x) = wy(),
wy(z) = y"(z) = wi(2),
Wi (x) = y"D(z) = wl_,(z)
und
U (£) =) = f<x>—zak<x>y<k><x>]
- f(:c)—zak(:v)wk(x)]

ergibt sich ein zu (4.1) dquivalentes System erster Ordnung,

wy(z) 0 1 wo () 0
W (z) 0o 1 wi () 0
wy(x) = wo(x) |+ 0
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Fiir das homogene lineare System

wy(z) 0 1 wo()
w) (z) 0o 1 w1 ()
wy(z) | = wa() (4.2)
: 0 1 :
_a@ _a(® . _an—2®) _ an-1(z)
w;, () wn@) " an(@) an (@) an(@) Wn—1(7)
seien n linear unabhéngige Losungen w, (z), ..., w, (z) gegeben, dann definiert
wig(z)  wao(x) -+ Wno()
wir(z)  wa(x) -+ wu(z
) —a| @ ) (@)
Wip1(T) Won1 crr Wono1(T)

die zugehorige Wronski-Determinante. Nach Lemma 3.1 ist diese Losung der Differential-
gleichung

W'(x) = W(z) tr A(z) = —“Z;ES)W(Q;),
d.h. es folgt
W (z) = W(xg) = exp <—/ QZ;ES) ds) .

Damit ergibt sich wie in Satz 3.1 die Aquivalenz der folgenden Aussagen:
i. Es existiert ein zg € [a, b] mit W (xg) # 0;
ii. Es gilt W(z) # 0 fiir alle z € [a, b];
1. Die Losungen wy,...,w, bilden ein Fundamentalsystem.

Damit beschreibt das Fundamentalsystem {w, }}_; die Losungsgesamtheit des homogenen
linearen Systems (4.2), bzw. der homogenen linearen Differentialgleichung (4.1) mit f = 0.

Als ein erstes Beispiel betrachten wir eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung
mit konstanten Koeflizienten,

y'(z) +ay'(x) + by(z) =0 fiirz € R. (4.3)

Mit den Transformationen
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()= (8 L) () wem »

Zur Bestimmung der allgemeinen Losung des Systems (4.4) berechnen wir die Eigenwerte
der Koeffizientenmatrix,

bzw.

-2 1
—b —a—A\

a a?
M= —2 8 p
1/2 2 1

Wir betrachten zunédchst den Fall zweier reeller Eigenwerte A; und Ay mit zugehorigen linear
unabhéingigen Eigenvektoren v, und v,. Dann lautet die allgemeine Losung von (4.4)

det(A—)\I):det< ):)\2+a)\+b,

d.h. wir erhalten

Alxyl + ¢y eA”yQ, c1,00 €R,

w(r)=ce
bzw. folgt fiir die Losung der urspriinglichen Differentialgleichung (4.3)
U<SL’) = U}O(.I‘) = 01’0106)\13: —+ 62,0206)\2:1: = 51 6)\133 —+ 52 €>\2$, 51,52 e R. (45)

Fiir A\; # A2 beschreibt (4.5) die allgemeine Losung der Differentialgleichung (4.3) zweiter
Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Das gleiche Ergebnis erhélt man direkt aus der
Differentialgleichung (4.3): Fiir den Ansatz

Y) =, ) = AN,y () = e
ergibt sich durch Einsetzen
()\2 +a)\+b)e)‘m =0 firxeR,
und somit die charakteristische Gleichung

N tal+b=0

a a?
M= -2t 8 p,
1/2 2 1

Fiir reelle Eigenwerte A; # A folgt fiir die allgemeine Losung die Darstellung (4.5),

mit den Losungen

y(x) = c1 eM® +cp e, ey, €R,
wahrend fiir ein paar konjugiert komplexer Eigenwerte A\ = a + i3, § # 0, folgt
y(r) = c @Bz o o pla=iB)z
= 1| cos fx + isin 6;1:] + e [cos Bx —isin 6:1:]

(c1 4 c2)e* cos Bz + (1 — ¢2)i €™ sin fx
Ae* cos fx + B e sin fx . (4.6)
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Im Fall eines doppelten reellen Eigenwertes
2
a a
Ajp=—=, dh b=—
1/2 27 4 ’
ist
yi(x) =cre 2% ¢ €R,
eine Losung der Differentialgleichung
2

() + ay'(@) + T yla) = 0.

Zur Bestimmung einer zweiten Losung betrachten wir die Variation der Konstanten,

ya(z) = Cla)e s,

l -2y a —2z
hia) = C@)e ¥~ 20 et
2

yi(z) = C"(z)e 2" —alC'(x)e 2% + az C(x)e”

e
8

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

2

0 = y'(0)+ay(x) + Ty(@)

= (O"(z)e 3% — aC'(z)e” 2% + %C(:c)e’

xT

(SIS

+a [C’(az)e’%x — aC(:L’)e’%x] + a—C(az)e’%”‘“

2

= C"(x)e” 2",

d.h.
C"(x)e 2" =0, C"(x)=0, C(z)=uz.

Fiir einen doppelten Eigenwert A lautet also die allgemeine Losung
y(x) = (c1 + c22)e™, ¢, ¢ €R. (4.7)
Wir betrachten jetzt inhomogene lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung,
y'(x) + a(z)y'(x) + b(x)y(x) = f(z) firzeR, (4.8)
deren allgemeine Losung durch
y(@) = e (@) + caa(@) + ypl), 1,0 €R,

gegeben ist. Dabei bildet y; und gy, ein Fundamentalsystem der homogenen Differential-
gleichung

y'(x) + a(x)y'(x) + b(x)y(z) = 0,
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wihrend y, eine partikuldre Losung der inhomogenen Differentialgleichung (4.8) ist, d.h.

Yp () + alx)y,(x) + b(x)yp(z) = f(x).

Bei Kenntnis eines Fundamentalsystems kann eine partikulidre Losung durch Variation der
Konstanten bestimmt werden. Fiir den Ansatz

yp(x) = cr(@)y1(@) + c2(@)ye(x)
erhélt man
yia) = (@) +a@yi@) + (@) + a@))e)
= @)y (@) + ea(w)ya(e).

falls
i (@)yi(z) + ey (x)y2(z) =0

gefordert wird. Dann ist
() = 4 (@)yh(2) + e @)yl () + (@) + ea(@)yf (),
und Einsetzen in die Differentialgleichung (4.8) liefert
fl@) = yp(@)+ ale)yy(@) + ba)y,(a)
= [d@wi(@) + @)yl @) + @) + @)
+a(x) o1 @)y} (2) + ea(@)ya(e)| +b() [er (@) () + ca(@)pa ()]
= | @i (@) + ()| + @) |y (@) + a(@)pi (@) + b ()|

tea(w) [y (@) + al2)yh(@) + b(@)ys (@)

= @)y (x) + &)y (x)
Zu losen ist also das Differentialgleichungssystem
( yi(x) ya(r) ) ( c1() ) _ ( 0 )
n(x) ys(x) c5() (=)
Fiir ein Fundamentalsystem y; (x) und y,(x) konnen diese Gleichungen eindeutig nach ¢} ()
und c,(x) aufgelost werden:

( 253 ) G i y2(@)y1 (@) ( —y?/ji(g) _ygﬁgfx)) ) ( f&“) ) '

Daraus folgt
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und somit

T

o N nis) »
wlo) =00) | e O o) [

Beispiel 4.1. Betrachtet wird die Differentialgleichung
y"(x) = by (z) + 6y (x) = 2¢”.
Die charakteristische Gleichung der zugehdrigen homogenen Differentialgleichung lautet
A —BA+6=0

mit den Losungen A\y = 3 und Ay = 2, d.h.

3z

yi(z) =€, ya(z) = ™.

Dann st

2s

_ : —ya(s) _ ’ —¢ s
ald) = [ e e e = | e
3s

= 2/ e ds = [—6_28]::0 =1—e %,
0
e

_ ‘ y1(s) S)ds — ‘ eSds
) = [ e o e = | e = e

= —2/ e ’ds =2 [e*ﬂi;o =2 [e*x - 1}
0

und somit folgt

Yp(z) = c1(z)y1(x) + co(x)ya(x) = [1 — 6_2$:| e + 2 [e_x — 1] e = %" — 2e** €.
Die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung lautet also
y(z) = 16 4 ce® + €, c1,c €R.

Fiir lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten und fiir spezielle rechte
Seiten f lassen sich partikuldre Losungen auch durch geeignete Ansétze bestimmen.

f ist ein Polynom:

Fir .
f) =3 apet
k=0



fithrt der Ansatz

yp(z) = Z cpat
k=0

n

fla) = Y awa® = yl() + ay)(z) + by, ()
k=0

crk(k—12"2 +a Z cp kbt + bz cprh
k=1 k=0

I
NE

3 >
NN

[(l{; + 1) (k+ 2)cgro + alk + 1)cgyr + bck} ¥ + anc, 2 + b, 12" + bepat.
=0

Ed

Durch Koeffizientenvergleich folgt dann

an = bcna
= ancy, + bc,_1,
ap = (/{7 + 1)<]€ + 2)Ck+2 + CL(/{Z + 1)Ck+1 + bCk firk=n— 2, c. .,0.
Beispiel 4.2. Fir die Differentialgleichung
y"(x) = 5y'(x) + 6y(z) = 2°
15t
1= as = 603,
0= a9 = —1503 -+ 602,
0=a; = 6¢c3— 10cy + 6cq,
0= apg = 202 — 501 +6CQ.
Daraus ergibt sich
1 5 19 65
— Co = — Cl = — Ch = ——
6 ° 127 TN 360 0T 216

eine partikuldre Losung lautet also

C3 =

(a:)—lx3+ix2+gx+—
)= T 19" T 36" T 916

f ist eine Exponentialfunktion:
Fiir

f(z) = age””,
fithrt der Ansatz

yp(z) = copet”

93
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auf
[ (@) = (@) + ayy () + byp() = co |12 + agu + b L ager,
Ist p keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms, folgt

Qo

Cp=—"—.
T +ap+b

Beispiel 4.3. Fir die Differentialgleichung

y'(x) = 5y'(x) + By (z) = 2¢”

18t
2 4ap+b 1-54+6

xT

L, yy(x) =¢€"

Co

Ist ;1 eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms, d.h. es gilt u? + ap + b = 0, so fiihrt
der Ansatz

yp(z) = crzet®,  yr(z) = (e + perx)e™,  yo(x) = (2ucr + pPerx)et”

auf
!
f(@) =age"™ = yy(z) + ay,(x) + by,(z)
= [Zucl + [LQCll‘] e’ +a [cl + ,uclx] e’ + beyre!”,
bzw.
ag = [Q,ucl + ,lLQleL‘} +a [cl + ,uclx] + beix
= ¢ [,uz +au+b] x+ [2u+a]cl = (2u+a)e.
Somit ist
= o (x) = o et
YT ou+al Yr 2u+a
Hier ist aber vorauszusetzen, da8 ji;/, = —a/2 keine doppelte Nullstelle des charakteristi-

schen Polynoms ist. In diesem Fall ist der Ansatz entsprechend zu modifizieren.

Beispiel 4.4. Fir die Differentialgleichung

y'(x) = 5y (z) + Gy(z) = e*

15t .
) 2x
= = = —1 — —
2u+a  4-95 - @) ve

(8]
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Beispiel 4.5. Fir die Differentialgleichung
y'(z) = 2y'(x) +y(x) = €’
lautet das Fundamentalsystem
yi1(z) =€®,  ya(x) = xe®.
Fiir die Bestimmung einer partikuldren Losung fithrt der Ansatz
Yp(z) = con’e”

auf
1 1
" = 2pe”, oy = 3 yp(z) = 51‘261.

f ist eine trigonometrische Funktion:

Fir
f(x) =€ [ao cos mz + by sin mx]

fithrt i.a. der Ansatz
yp(z) = e* [AO cos mx + By sin mx]

zur Bestimmung einer partikuldren Losung. Ist jedoch A = p+1m eine Wurzel des charak-
teristischen Polynoms, so sind die Ansétze wieder geeignet zu modifizieren.

Beispiel 4.6. Fir die Differentialgleichung
y'(z) + y(a) = sinz
lautet das Fundamentalsystem
y1(x) =sinz, yy =cosz.
Zur Bestimmung einer partikuldren Losung fihrt der Ansatz

yp(z) = Axsinx + Bx cosx

mat
y,(r) = Asinx+ Axcosz + Bcosz — Brsinw
= (A— Bx)sinz + (Az + B) cosz,
yy(x) = (A—Bz)cosz — Bsinz + Acosz — (Az + B)sinz
= (2A— Bz)cosz — (Ax +2B)sinz
auf
Yy (z) + yp(x) = 2Acosx — 2Bsinz = sinw,
d.h.

1 1
A=0, B= —5 yp(z) = —5TeosT.
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4.1 Potenzreihen

Betrachtet wird jetzt die homogene Differentialgleichung

P(z)y"(z) + Qx)y'(z) + R(z)y(x) = 0 (4.9)

mit Polynomen P(x), Q(x), R(x) in der Umgebung eines reguldren Punktes x¢, d.h. es gelte
P(zg) # 0. Fiir P(zg) = 0 wird x( als singuldrer Punkt bezeichnet. In einer Umgebung
eines reguldren Punkte xz( fithrt der Ansatz einer Potenzreihe

= ap(z —x)" (4.10)
k=0

mit einem Konvergenzradius o > 0 auf

y'(z) = Zakkx—xo Zak+1 (k+1)(z — x0)",
k=1 k=0

V(@) = > ark(k—1)(z — x9)* Zak+2k+2)(k+1)(:p—xo)k,
k=2 k=0

und durch einen Koeffizientenvergleich erfolgt die Bestimmung einer Lésung der Differen-
tialgleichung (4.9).

Beispiel 4.7. Als Beispiel betrachten wir die Differentialgleichung
y"(x) +y(x) =0
mit P(z) =1, d.h. alle x € R sind reguldr. Fir xo = 0 ergibt sich fir den Ansatz (4.10)

Z[akﬁ (k+2)(k+1)+ap|z" =0,

k=0

und ein Koeffizientenvergleich liefert

ag
a = —
T Tk 2)(k+ 1)
Mit
Qo
“ T T
. ar Qo
“T I
[¢5) Qo
a’6 = —_— = —
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folgt fiir k =24

—1)¢
gy = %aoa
bzw. firk =20+1
_ (=
A2e+1 = W aj .

Damit erhalten wir die allgemeine Losung

0 -1 Y4 0 -1 V4
y(x) = ap Z (1) 2+ o Z%xz”l =apcosx +aysinx, ag,a; €R.
=0 '

Man beachte, daf$ beide Potenzreihen fiir alle x € R absolut konvergent sind.

4.2 Legendre Differentialgleichung
Fiir einen Parameter a@ € R betrachten wir die Differentialgleichung von Legendre,
(2 = 1) y"(x) + 229 () —ala+ 1) y(x) =0 firze (-1,1). (4.11)
Einsetzen des Potenzreihenansatzes (4.10) fir den regulédren Punkt zq = 0 ergibt
0 = (2 —1)y"(z) + 229 (2) — a(a+ 1)y(z)

= (2 -1) Z ark(k — 1)z*2 4 22 Z arkz"™ —a(a +1) Z apx®

= Zakk — 1z iak“ k+2) k+1x +22akk:x —ala+1) Zak:ﬂ
k=0 k=1 k=0

- [akkj(k— 1) —ak+2(k:+2)(k:+1)+2akk—a(oz+1)ak]xk
k=2
—6agz + 2012 — a(a + 1)agx — 2a3 — a(a+ 1)ag

und durch Koeffizientenvergleich folgt

ala+1) (a—1)(x+2) (o —k)(a+k+1)

azI—TCLo, az = — 6 ay, Qg2 = — k+2)(k+1) Ak

Insbesondere ergeben sich

(o —2)(a+3) ala—2)(a+1)(a+3)

“ o= - 12 2= 24 o,
- _(a—4)(a+5)a4:_a(a—Q)(a—4)(a+1)(a+3)(a+5)a0
30 720
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bzw.
o = _(a—3)(a+4)a3:(a—l)(a—3)(a+2)(a+4)a1
20 120 :
- - _(Oz—5)(0z—|—6)a5:_(a—1)(04—3)(@—5)(a+2)(a+4)(a+6)a1
42 5040 '

Damit sind die Konstanten ag und a; frei wahlbar und wir erhalten als Fundamentalsystem
die linear unabhéngigen Losungen

—1+Z kaa—Z) (a—2k+2)(a+1)(a+3)~-~(a+2k—1)x2k

(2k)!
und

- pla=1(a=3)-(a=2k+1)(a+2)(a+4) - (a+2k) 5.,

yQ(x)::L’—l—;(—l) ) Pt

Fiir o = 0 erhalten wir aus y;(x) die konstante Funktion

wihrend wir fiir & = 1 aus ya(x) die lineare Funktion
P(z) =z,

erhalten. Fiir @« = n = 2m € N gerade definiert y;(x) ein Polynom

Pon(z) = (4.12)
ﬁé m(2m —2)---(2m — 2k +2)(2m +1)(2m +3) -+ - (2m + 2k — 1) ,,
x
(2k)! ’
Entsprechend ergibt sich fir « =n = 2m + 1 € N ungerade aus ys(x) ein Polynom
ﬁ2m+1(x) = (4.13)
—1’+Z m(2m —2) - (2m—2k+2)(2m+3)(2m+5)~-~(2m+2k+1)x2k+1.

2k + 1)!

Lemma 4.1. Fir die in (4.12) und (4.13) angegebenen Polynome gelten die Darstellungen

~ )? & (2m + 2k 9
Py(z) = = Z; (m+2)@@ﬁk (4.14)
= (- 1)m( o (x2-1)" (4.15)
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und
~ m!(m + 1) & (2m—|—2/<;+2)! o
Py, = 1 (4.16
o +1(2) (n+ 1) kzo (m+k+ DIk + 1)1 " (4.16)
ml(m+ 1)l d* , ,
= (=)™ —1)". 4.1
(=1) nl(n+1)! d:p"(x ) (4.17)

Beweis: Wir betrachten zunéchst den Fall n = 2m, m € N. Fiir die in (4.12) angegebenen
Koeffizienten von Ps,,
2m(2m —2)---(2m =2k +2)2m +1)(2m +3)--- (2m + 2k — 1)
(2k)!
ergibt sich durch Herausheben des Faktors 2 in den ersten k Faktoren
_ ok m(m —1)---(m—k+ 1)(2n82;r)'1)(2m+3) < (2m 42k — 1)’

Erweiterung mit (m — k)! fithrt zu

m! (2m+1)2m+3)---(2m+ 2k — 1)
(m —k)! (2k)! ’
Erweiterung der fehlenden geradzahligen Koeffizienen ergibt

m! (2m+1)2m+2)2m+3)(2m+4)--- (2m + 2k — 1)(2m + 2k)
(m —k)! (2E)!I2m +2)(2m +4) - - - (2m + 2k) ’

= ok

— 9k

Herausheben des Faktors 2 in den k& Faktoren im Nenner und Kiirzen mit 2% fiihrt zu
m! (2m+1)2m+2)---(2m + 2k)
T m—k 2R (m+ D)(m+2) - (m+ k)
und nochmalige Erweiterung mit m! und n! ergibt schliesslich
~(m!)? (2m + 2k)!
nl (m—k)l(m+ k)(2k)V

und somit (4.14), d.h.

)2 & 2m + 2k)!
Pm = 22k
? ! kz k) (m + k)| (2K)!

Man beachte, dafl die Darstellung des Koeffizienten fiir £ = 0 gerade den Wert Eins ergibt.
Mit der Substitution £ = m — ¢ und 2m = n folgt

(m!)? & (2n — 20)!

ﬁ — -1 m—{ : n—2¢
om () nl ;; S = i =201
B S (m!)? & n! (2n—-20)! ,
B n!2Z E'n— 0)! (n—%)!aj '

=0
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Mit
A" opne_ 2n =200
— pn20 n f =0,...
da:”x (n—20)] x ird=0,....,m
ist
D m (m!)? - ¢ nl A" on—a
Panl@) = (0" 2V G g
(=0
und mit
d—xQ"’%:O fird=m+1,....n
dx™
ergibt sich (4.15), d.h.
3 (mh)* d" L 2n—2¢
Pm = —1 m _ pen
m(2) (=1) (n!)? da:” ( ) E!(n—@!aj
m(m!)? d

Fiir n = 2m + 1, m € N, erfolgt der Beweis analog. Fiir die in (4.13) angegebenen Koeffi-
zienten von Ps,, 1 ist

2m(2m —2)---(2m =2k +2)(2m +3)(2m +5)---(2m + 2k + 1)

(2k+1)!
B 2km(m—1)---(m—k+1)(2m+3)(2m+5)---(2m+2k+1)
B (2k +1)!
_ ok m! (2m+3)2m+5)---(2m+2k+1)
T (m—k)! (2k +1)!
_ o m! 2m+3)2m+4)2m+5)2m+6)--- (2m+ 2k + 1)(2m + 2k + 2)
T (m—k)! (2k + 1)1(2m +4)(2m +6) - - - (2m + 2k + 2k)
- oom! 2m+3)2m+4)---(2m + 2k +2)
o (m=k)! 2k+DI(m+2)(m+2) - (m+k+1)
_ ml(m+1)! (2m + 2k + 2)!
 (n+ D) (m—=k)(m+k+1)(2k 4+ 1)!
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und wie im Fall n = 2m folgt (4.16) und somit

Prra(e) = m'nﬁtl z’”% (?Zizlﬁl?(l%ﬂ)!
B H)m% i“l)za(n%)ii@ TR
. Z:Em+ 1)) i“”%!(ﬁ 0! ((2:—_225))!! v
BN
e L

d.h. (4.17).

n—2¢

2k+1

101

Definition 4.1. Die Legendre—Polynome P,(z) sind definiert als Losung der Differential-

gleichung (4.11) fir o = n € N mit der Randbedingung P, (1) =1, d.h.

P,
Pof) = 20
P,(1)
Lemma 4.2. Firn € N ist
dn
—1 =2"nl.
dxn (x ) =1 "

Beweis: Mit der Leibnizschen Formel, siehe zum Beispiel [4, S. 221],

j% [u(x)v(x)] = z": < Z ) u® () (x)

ist zunachst

Mit

(4.18)

(4.19)
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=nn—1)--(n—L+1)(z—-1)"" =0 fir{=0,1,...,.n—1

Damit ist
mn

= ]_n—
(@+1)"

i(ZL‘Q _ 1)n

1"
dx™ (@ )

=1

Fiir n = 2m € N gerade ergibt sich aus (4.15) und (4.19)

(m!)*

n!

m!)?
=1 == <(”!))2

und somit folgt fiir die Definition (4.18) der Legendre—Polynome

Pon(1)

I
—
I
—_
~—

3

—(2* = 1)" 2"nl = (=1)m2"

(n!)?2 da»

- (2m + 2k 9
Pop(z) = (=1)™2~ ”z% (T:+ k)) ool k. (4.20)

Entsprechend ergibt sich fir n =2m + 1 € N aus (4.17) und (4.19)

wmlim+ 1) d"

E ) dxn(xQ_l)n
(
(n+

Popa(1) = (=1

n!

m'm—i—l)

oy 2l = (~1)"2

und fiir die Definition (4.18) folgt

g = 2m + 2k + 2)!
Popyr(z) = 2~ Z ( ) k1 (4.21)
=0

l(m+ &+ D)2k + )1

Aus den Darstellungen (4.20) und (4.21) der Legendre-Polynome P,(x) folgt sofort
P,(1)=1, P,(-1)=(-1".

Aus (4.20) und (4.21) in beiden Fillen eine Darstellung der Form

(2n)!
27(n!)?

P.(z) = " + pp_a(x) (4.22)

mit einem Polynom p,,_»(z) vom Grad n — 2.
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Mit (4.15), (4.17) und (4.19) ergibt sich die als Rodrigues-Formel bekannte Darstellung

1 oa
ol dan

P, (z) (z® —1)". (4.23)

Aus (4.20) und (4.21) erhalten wir fiir die ersten sechs Legendre-Polynome

Po(ZL‘) = 1,

P(z) = =z,

Pya) = S(3a* - 1),
Py(z) = %(Sx?’ — 3z),

1
Py(z) = g(35x4 — 3027 + 3),

1
Pi(z) = §(63x5 — 702° + 152) .

0.5

-0.57

Abbildung 4.1: Legendre—Polynome Py(z), ..., Ps(x).

Die Legendre—Polynome P,(z) sind nach Konstruktion Losung der Differentialgleichung
(4.11),

(22 = 1)P!(x) + 2zP.)(z) —n(n+ 1)P,(z) =0 firz € (—1,1).

Daraus kann die folgende Orthogonalitéit abgeleitet werden.
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Lemma 4.3. Fir die Legendre—Polynome P,(x) gilt

/_ P, (z)Pp(x)dr =0 firm#n (4.24)

1

und somit die Orthogonalitit

/_1 Po(2) fn(2) dz = 0

1

fir alle Polynome f,,(x) vom Grad m < n. Firm =n ist

Beweis: Es gilt
[(2* — 1) P! (2)] = (2* — 1)P!(z) + 22P!(x) = n(n + 1) P,(x).

Fiir m # n folgt dann

n(n—l—l)/_ P, (z)P,(z)dz = /_[(xQ—l)P,’L(a:)]'Pm(:c)dx

1 1

' _/_ (2 = )P (2)P". () da

1

_ _/_ (22 — V)P (2) P (x) dx

1

bzw.
m(m + 1) /_1 Po(2) Pa() dr = — /_1@2 ~ )P ()P (x) da.

Daraus folgt
1

n(n+1) —m(m+1)] / P,(x)P,(x)dz =0

-1

und somit

/1 P,(x)P,(x)de =0 fir m # n.

1

Die Polynome { Py(x)}}-, sind also orthogonal und somit linear unabhéngig. Damit bilden
sie eine Basis im Raum II,, der Polynome vom Grad m. Daraus folgt

/1 Po(2) fn(2) dz = 0

1

fiir alle Polynome f,,(z) vom Grad m < n.
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Fiir m = n folgt durch partielle Integration zunéchst

1 1

/11 [P(z))?dex = [Pn(x)ﬂl_1 —2 /1 zP,(x)P!(x)dx =2 — 2/ xP,(x)P. () dz .

-1

Mit (4.22) ist

a4 o, y()

v Pl(x) = x{ (2n)! nx"—1+p;_2(x)] = Sn(nl?

21 (n!)?
| a" (@) 2t () — a0
= nP@) + rl () — npa(e).

Das Polynom xp!,_,(x) — nP,_s(z) ist ein Polynom vom Grad n — 2. Daher folgt

1

/1 2P, (z)P.(z) dx = /1 P, () [n P,(z) +zpl,_o(x) — npn_Q(:E)} dr = n/ [P, ()] dx

1 -1 -1

und somit gilt

/_l P dz = 2 — 2n /1 Py ()] da,

1 -1
woraus

folgt. [ ]

Die Legendre-Polynome {P;}}_, bilden eine Basis im Raum der Polynome vom Grad
n. Jedes Polynom f,,(x) vom Grad m < n kann als Linearkombination der Legendre—
Polynome Py (z) dargestellt werden,

m

chpk

k=0

Multiplikation mit P(z) und Integration fiir x € (—1,1) ergibt mit der Orthogonalitdt der
Legendre—Polynome

2
fm( )Py (x d:p—ch/ dx—0g2£+1,

d.h.
2k +1

1
Cp = fm(x)Pe(x)de firk=0,1,2,...,m
-1

Fiir ein beliebiges Polynom f,,(x) vom Grad m < n folgt mit (4.24) die Orthogonalitét

/_ Py(x) fom(z)dx = Z Ck /_1 P, (z)P(z)dx =0 fiir m < n. (4.25)

1 k=0
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Die Orthogonalitéit (4.24) der Legendre—Polynome erméglicht eine andere, rekursive Defini-
tion der Legendre—Polynome. Ausgehend von Py(z) = 1 und P;(x) = 1 kénnen orthogonale
Polynome P, ;(x) durch das Gram—Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren bestimmt
werden. Wie bei der Methode von Arnoldi wird dabei als Ausgangspolynom xP,(z) ge-
wahlt, d.h. firn =1,2,3,... ist

N Py (z
Pn+1( —LUP Zﬁnkpk Pn+1(37) = AH( ) .
Aus der Forderung der Orthogonalitit,

/1 ﬁnﬂ(x)Pg(:L’)dx:/le( )Py(z)da— Zﬁnk/l (1) Py(x)de =0 fiir £ =0,...,n,

1 -1

folgt
2k+1

2

1
Bk = / xP,(z)Py(x)dzr firk=0,1,...,n
~1

Fiir k£ < n—1 ist 2P (z) ein Polynom vom Grad k + 1, dieses kann als Linearkombination

der Legendre-Polynome {P;(z)},
k1 ‘ 1
25 +1
oP) = Yo oBla). 6= [ ek P

J=0 2 Ja
dargestellt werden. Dann folgt
2k+1 [*

Bk = ; /xPn(x)Pk(x)dx

1

k+1

2k + 1
= + Zc]/ Jdr =0 firk=0,1,...,n— 2.

Aus den Darstellungen (4.20) und (4.21) der Legendre-Polynome folgt
Py (=) = Py(x), Popy1(—2) = —Papper(x) fir allex € (—1,1)
und in beiden Féllen ergibt sich

2n + 1

Ban = /_ 11 2 [Po(2)]? do

2
_ 2”2“ Uix[Pn(x)]de+/Ola;[Pn(x)]2dx]

_ 2”2“ [—/le[Pn(—x)]deJr/le[Pn(x)]de] — 0.
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Zu bestimmen bleibt

2n—1 [*
ﬁnnfl = n2 / l’Pn('r)Pnfl@j)dﬂf .
-1

Mit (4.22) ist

Co-) .
Pese) = @ e e st

2n? (2n)!
= SnEn— D2t T Pns(®)

n ((2n)! 2n?
(20— 1) {2n<n!>2”“" " p““)] s = S )
_ ﬁpn(x) + apn_s(x) — %pw@,

Aus der Orthogonalitiat (4.25) der Legendre-Polynome P, (z) und Polynomen f,,(z) vom
Grad m < n folgt dann

1
bnr =5 [ (Pa@Pdr =552 = 0

2/, M+l 2n+1
Damit ist n
Pyii(x) = 2P, (z) — T 1Pn,1(3:),
d.h., mit P,(1) = P,_1(1) =1,
~ n n+1
P,1(1)=1-— = .
+(1) m+1 2n+1
Insgesamt ist
ﬁn T 2n+1 n
Prale) = o8 2041 fop 0y " _p ()],
1(1) n+1 2n+1
d.h.
(n+1)Pi1(x) = 2n+ 1)zP,(z) —nP,_1(z) firn=1,2,.... (4.26)

Lemma 4.4. Die Nullstellen xgn) des Legendre—Polynoms P,(x) sind reell, einfach, und
es gilt xz(n) € (—1,1).

Beweis: Sei g = a+ib, b # 0, eine komplexe Nullstelle von P,(x). Da die Koeffizienten des
Legendre-Polynoms reell sind, ist auch Ty = a — ib Nullstelle von P, (z). Fiir das Polynom

— P(z) _ Py() i€ (—
S P T R P E L S
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ergibt sich mit, siehe (4.25),
' b [B@)P
0= P, n—a(x)dr = — 2 dr >0
| P steyin = [
ein Widerspruch, d.h. P, (z) kann keine komplexen Nullstellen besitzen.
Sei zyp € R, zy > 1 eine Nullstelle von P,(x). Fiir das Polynom

anl(iU) _ Pn(x)

(2o — )

firz € (—1,1)

folgt wieder mit (4.25)
0= /1 Po(2)Qn1(z)dx = /1 [Fu(@)) dz >0

1 —1 (z0 — )
ein Widerspruch, wodurch eine reelle Nullstelle z; > 1 ausgeschlossen wird. Aufgrund
der Symmetrien der Legendre-Polynome P,(z) gibt es somit auch keine reelle Nullstelle
zo < —1. Wegen P,(1) = 1 und P,(—1) = (—1)" gibt es somit n reelle Nullstellen in
(—1,1). Fiir eine mehrfache Nullstelle ist

Qna(2) = 7=

und mit (4.25) ergibt sich wegen

0= 1Pna: n—1(x)dr = 1de>0
[ P [ D

1 _1 (= 20)

wieder ein Widerspruch. Damit gibt es im Intervall (—1, 1) n einfache reelle Nullstellen xl(n)

des Legendre—Polynoms P, (z). [

4.3 Tschebyscheff Differentialgleichung

Fiir einen Parameter a € R betrachten wir die Differentialgleichung von Tschebyscheff,
(2* — 1)y () + 2y (z) — o*y(z) =0 fiirx € (—1,1). (4.27)
Einsetzen des Potenzreihenansatzes (4.10) fir den reguléren Punkt zq = 0 ergibt

0 = (22 =1)y"(2) +ay'(z) — ’y(z)

= n(2? —1) Z ark(k — 1)2* 2 4 o Z arka™™t — o? Z apz”
k=2 k=1 k=0

= Z ark(k — 1)z* — Z appo(k+2)(k 4+ 1)zF + Z arkaz® — o? Z apx”
k=2 k=0 k=1 k=0

_ [akk(k 1) — apso(k 4+ 2)(k + 1) + agk — oz2ak] o
k=2
—6a3r + a1z — aa1x — 2ay — alag
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und durch Koeffizientenvergleich folgt

a a? -1 a? — k?
Qg = ——/-Qp, a3 = — 6 a1, Qg2 = —m

ag.

Insbesondere ergeben sich

a?—4 (a? —4)a?
agy = - 10 az 24 Qo,

a? —16 (a? —16)(a? — 4)a?
T Ty M 720 “

bzw.

2 _ 2 _ 2 _
0 — o« 9a3:(a 9)(« 1)(11
20 120
a? —25 (a? —25)(a?® — 9)(a® — 1)
@i BT 48120 “

Damit sind die Konstanten ag und a; frei wahlbar und wir erhalten als Fundamentalsystem
die linear unabhéngigen Losungen

@) = 14 S0 0 16) o 2= )

(2k)!
= 1 = 1kk_1 2 92 2 1 2k
= +;(— ) jo(a - (29) )mx ,
e) H;(_I)m e 035 (B 1)

1
— k _ 2 1 22k
x+z Ha (25 + )(2k3+1)

Fiir o = 0 erhalten wir aus y;(x) die konstante Funktion

wéhrend wir fiir @ = 1 aus yz(x) die lineare Funktion

Ti(x)=x
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erhalten. Fiir « = n = 2m € N gerade definiert y;(x) ein Polynom

3

Tonte) = 1+ Y (0 [T (@) - @3) 2

k=1

= 1+ YO TTm = o+ ) gy (200

k=1

3

ymm+E—-1)0 1

V= @

= 1+

¥

k=0

NE

T
I

ymm+k—1)0 1 ok
o @ Y

—_

)

Y

und mit der Substitution k = m — ¢ ist

~ B e (n—0—1)! 1
Tom () = (1) mz(—l)g /! (n —20)!

=0

(22)" 2. (4.28)

Entsprechend ergibt sich fiir « =n =2m + 1 € N ungerade aus ys(x) das Polynom

~ n 1
T2m+1<$‘) = Z kH 2m—|— 2] + 1) )lekJrl
- 1
— k 22 2k+1
kg H Jm =+ + Dy
1 & (m+k)! 1
= Z —1)* 9. )2k+1
“2“( i ST TRy

— 1 S k(m+k)' 1 2k+1
= 32D (m = 2k 1120

— (_1)m% Z(—m’f(” — Z‘ D! = _1%))! (22)"72¢ (4.29)

Lemma 4.5. Fir die in (4.28) und (4.29) angegebenen Polynome gelten die Darstellungen

Tom () = (—1)“% {(w + m) Ty (x —VaE o 1)2’”} (4.30)
und
Tor (2) (_1)m2m1+ 1% {(wr \/ﬁ)2 (2 - Va7 = 1)2 } (4.31)
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Beweis: Fiir n € N ist

(v 1)+ (e - var 1) =

2
o) fon (1) )]

1
bl
Il 3
o
N
> 3

e
Il
o

B %kz"% [1 + (—1)16} < Z ) a" " <x2 - 1>k/2
- (1))
gerade

Fir n = 2m bzw. n = 2m + 1 und k = 2/ folgt

H(a+ve=1) + (o= vam=1)] - ﬁf(;;)xwwcf_ly

2
=0

Sy (5)(5) -
Mit -
S R =

p2tm—y) 2m A+ DEm =)t gl =5 = 1)}
m+1—2))] )

fiir n = 2m + 1 ergibt sich

sl =) ()] = St

fiir n = 2m und

(v 1)+ (e - var 1) =

2

111
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fir n =2m+ 1. ]

Definition 4.2. Die Tschebyscheff-Polynome T, (x) sind definiert als Losung der Diffe-
rentialgleichung (4.27) fir « = n € Ny mit der Randbedingung T,,(1) =1, d.h.

Mit (4.30) und (4.31) ist

~ ~ 1
Tom(1) = (=1)™,  Toymir(1) = (=1)™
(1) = (1, Tia(1) = (1)L
und es folgt
= 2m — £ —1)!
T _ 1 g( 9 2m—2¢ 4.39
und
2m +1 & . (2m—=20)! ——
T _ _1 2 m-+1—2¢ ) 4
am1() 2 ;( ) 02m+1— ze))!( 7) (4.33)
Mit (4.30) und (4.31) folgt dann die alternative Darstellung
1 n n
Tn(x):§ [<x+\/x2—1> +<:p— x2—1> ] . (4.34)
Mit (4.32) und (4.33) erhalten wir fiir die ersten sechs Tschebyscheff-Polynome
TO("L‘) 17
Tl ("L‘) = T,
Ty(z) = 22°—1,
Ts(z) = 4a® — 3u,
Ty(z) = 8a* —82® +1,
Ts(x) 162° — 202° + 5z .
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0.54

Abbildung 4.2: Tschebyscheff-Polynome Ty(z), ..., T5(x).

Andere Beispiele fiir Differentialgleichungen der Form (4.9) sind die Airysche Differential-
gleichung

y' (@) — ay(z) = 0

mit der allgemeinen Losung

I
k=1

die Besselsche Differentialgleichung

k

IL‘3 o 3k+1
(3k)!

xXr
2 R
TH2)

k=1

y(z) = aop +ap ,  ap,a1 € R,

22y (2) + zy' (z) + (22 — o®)y(x) =0, «a€C,

oder die Legendre-Differentialgleichung
(2* — 1)y (2) + 223/ (2) — a(a+1)y(z) =0, «a€C.

Fiir weitere Betrachtungen dieser Differentialgleichungen, insbesondere fiir deren Anwen-
dungen in der mathematischen Physik, sei hier auf [7] verwiesen.
Nach Konstruktion ist

m—1

Lon(w) = (=)™ [ m=3)(m+3) 55,

= (—=1)™4"m(2m — 1)!

xzm + Pom—2 (I’)

™+ Pam—2(x)

1
(2m)!

= (=)™ 2P 4y o() (4.35)
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bzw.
Fana(a) = (0" [J(@m+1)° - 21417 Gy O Pna)
= (—1)m2*m 1__[ (m—7)(m+j+1) (2m1+ 0 27" 4 pyy 1 ()



