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Einleitung

Diese vierstiindige studienbegleitende Vorlesung ist als Einfiihrung in die umfangreiche
Theorie partieller Differentialgleichungen gedacht. Dabei werden vier Schwerpunkte ge-
setzt:

Woher kommen partielle Differentialgleichungen? Mathematische Modellierung

Was ist iiber die Losbarkeit (Existenz und Eindeutigkeit) einiger Klassen von partiel-
len Differentialgleichungen bekannt? Analysis

Was versteht man unter schwachen Losungen? Analysis mit numerischen Aspekten

Wie kann man Randwertprobleme fiir nichtlineare partielle Differentialgleichungen
behandeln? Variationsmethoden

Zundchst wird gezeigt, wie man in Zeit und Raum ablaufende Prozesse in Form von parti-
ellen Differentialgleichungen bzw. Systemen partieller Differentialgleichungen mit Rand-
und Anfangsbedingungen mathematisch modelliert. Dies soll durch Beispiele, wie Mo-
dellierung von Fliefi- und Transportvorgangen, Verformungen, Diffusionen und Wellen il-
lustriert werden. Um die partiellen Differentialgleichungen systematisch untersuchen zu
konnen wird eine Klassifizierung (Ordnung und Typ, linear und nichtlinear) vorgenom-
men. Wir beginnen mit dem Losen von partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung
mit Hilfe der Charakteristikenmethode und beschreiben schwache Lésungen. Danach wer-
den lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung behandelt. Dabei konzentrieren wir
uns auf typische Beispiele: Randwertprobleme fiir die Poissongleichung (elliptische Glei-
chung) und Rand-Anfangswertprobleme fiir eine Wellengleichung (hyperbolische Gleich-
ung) sowie fiir die Warmeleitungsgleichung (parabolische Gleichung). Im 3.Kapitel der
Vorlesung werden so genannte schwache Formulierungen von linearen Differentialglei-
chungen zweiter Ordnung hergeleitet. Diese sind grundlegend, um mit Hilfe von Galerkin-
verfahren (z.B. Finite-Elemente-Methoden) die entsprechenden Probleme numerisch 16sen
zu konnen. Im letzten Abschnitt wenden wir uns nichtlinearen partiellen Differentialglei-
chungen 2.0rdnung zu, die als Euler-Lagrange Gleichungen formuliert werden kénnen.
Wir diskutieren direkte und indirekte Methoden der Variationsrechnung zum Nachweis der
Existenz eines Minimums eines zugehorigen Funktionals, das dann auch schwache Losung
eines Randwertproblems ist.

Die vierstiindige Vorlesung mit Ubungen wendet sich an Mathematikstudenten im Haupt-
studium. Interessierte Physik- und Ingenieur-Studenten sind willkommen.






Einfiihrende Begriffe

Bei der mathematischen Modellierung von in Raum und Zeit ablaufenden Prozessen wer-
den hadufig partielle Differentialgleichungen hergeleitet. In diesen Gleichungen bzw. Glei-
chungssystemen treten unbekannte Funktionen von zwei und mehr Variablen und ihre par-
tiellen Ableitungen aulf.

Definition 1 Es sei k > 1 eine ganze Zahl. Eine Gleichung der Form

F(VFu(z), VF u(z), ..., Vu(z),u(z),z) =0, =€ QcR", 1)
wird partielle Differentialgleichung der Ordnung k genannt. Hierbei ist
VFu(z) := {D"u(x), |a| = k}, (2)
a=(ay, - ,a,) ein Multiindex

und c; > 0 sind ganze Zahlen, |a| = a1 + a2 + ... + ap,

olelu(z o o
D%u(z) := W = 0z{"' - Oz u(x). 3)
1 n

Die Funktion
F:R" xR™ x---xR"xRxQ—R
ist gegeben (die Reihenfolge der Differentationen wird beriicksichtigt) und
u: ) —R
ist die Unbekannte.

Die Losungsmenge ist i.a. sehr reichhaltig und wird hédufig durch Randbedingungen bzw.
Anfangsbedingungen eingeschrankt.

Definition 2
(i) Die partielle Differentialgleichung (1) ist linear, falls sie die Gestalt
S aa(@)Du = f(z) @)

lo| <k

hat, wobei die Koeffizienten a,(x) gegebene Funktionen sind. Ist f(x) = 0, so spricht man
von einer homogenen Gleichung.

(ii) Sie heifit semilinear, falls sie in der Form

Z aq(x) D% + aU(V’“_lu7 cy Vyu,z) =0 5)
|| =k

gegeben ist.
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(iif) Die Gleichung (1) ist quasilinear, falls sie durch

Z ao(VF .., Vu, u, £) D + ao(VF 1, ..., Vu, u, ) = 0 (6)
|| =k

beschrieben wird.

(iv) Die Gleichung (1) ist stark nichtlinear, falls sie nichtlinear bis zu den hochsten Ableitungen
ist.

Neben skalaren partiellen Differentialgleichungen treten in der Kontinuumsmechanik hau-
fig Systeme von partiellen Differentialgleichungen auf. In diesem Fall ist die Unbekannte
ein Vektorfeld

U= (U, ..., U )- 7)

Anmerkung : Vektorielle Grofien werden in diesem Skript in Fettdruck geschrieben.

Definition 3 Ein System von m partiellen Differentialgleichungen k-ter Ordnung hat die Gestalt
F(VFiu(x), VF  u(z), ..., Vu(z), u(x), ) =0, firxcQcCR",
wobei

F:R™ xR™ ' % . xR™ xR™ x O — R™.

Systeme kénnen auch aus weniger oder mehr als m Gleichungen bestehen. Die Definition 2
Klassifiziert in entsprechender Weise auch Systeme von partiellen Differentialgleichungen.

Charakteristisch fiir partielle Differentialgleichungen ist, dass es keine einheitliche allge-
meine Theorie gibt, die Existenz und Eindeutigkeit der Losungen in geeigneten Funktio-
nenrdumen beschreibt. Daher konzentriert man sich zumeist auf partielle Differentialglei-
chungen, die eine Rolle in Anwendungen spielen. Wir fiihren im Folgenden eine Reihe von
Beispielen an, um zunéchst verschiedene grundlegende partielle Differentialgleichungen
kennenzulernen. Woher sie kommen wird exemplarisch im ndchsten Kapitel ausgefiihrt.
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Beispiele fiir lineare partielle Differentialgleichungen

Skalare Gleichungen

(i)

(ii)

(iii)

(iv)

V)

(vi)

Laplace- und Poissongleichung

n 82u n
=1 g =1
" 9%u
—Au = —Z@:f. )

Hier ist die Unbekannte u = u(x) z.B. ein Potential, eine (stationédre) Temperatur, eine
Konzentration oder ein Druck. (8) und (9) sind lineare partielle Differentialgleichun-
gen zweiter Ordnung.

Wirmeleitungsgleichung

2—1; —ad?Au=f. (10)
Die Unbekannte u = u(z,t) hdngt vom Ort « und der Zeit ¢ ab. Sie beschreibt z.B.
die Temperatur bzw. die Konzentration von Substanzen. a? = Tkp ist eine Konstan-
te, wobei p die Massendichte, ¢ die spezifische Warme und k die Warmeleitfahigkeit
bezeichnen.

Wellengleichung

Pu
u = u(, t) beschreibt die Auslenkung eines Stabes (n = 1), einer Membran (n = 2)
bzw. die Ausbreitung von Schall oder elektromagnetischen Wellen (n = 3); ¢ bezeich-
net die Wellenausbreitungsgeschwindigkeit.

Helmholtz-Gleichung

Aug + k*ug = _g_g = f. (12)

Man erhilt sie aus der Wellengleichung, in dem man f(x,t) = fo (x)e™?t annimmt und
periodische Lésungen der Form u(z, t) = ug(x)e™?! sucht. (Ubung!)
Schrodinger-Gleichung

ou h?
h— + —Au = 1
tho + o, U 0, (13)
wobei u = u(x,t) die Wellenfunktion eines Quantenpartikels der Masse m ist und &
die Plancksche Konstante bezeichnet.

Biharmonische Gleichung (Kirchhoffsche Plattengleichung)
2~ I
Ay = o (14)

u = u(x) bezeichnet die Durchbiegung, D die Dicke der Platte.
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(vii) Transportgleichung

ap

5 + div(pv) = 0.

Hier ist p = p(«, t) die Dichte, v = v(x, t) das Geschwindigkeitsfeld. Entweder muss
v bekannt oder als Funktion der Dichte gegeben sein.

(viii) Konvektion-Diffusionsgleichungen

Ou

5 + v -gradu = kAu.

u = u(x, t) bezeichnet die Konzentration eines Stoffes, v = v(x, t) die Geschwindig-
keit,a-b =" | a;b; ist das Skalarprodukt im n-dimensionalen Euklidischen Raum.

Systeme

(i) Lamé-Gleichungen (lineare Elastizitat)
—Lu = —(pAu+ A+ p)V(divu)) = f.

u bezeichnet das Verschiebungsfeld unter der Belastung f; A, u sind Lamé-Koeffi-
zienten; V ist der Nablaoperator (Gradient).

(ii) Elastische Schwingungsgleichungen

0*u

Die Felder u = u(x,t) beschreiben elastische Wellen, L ist in (i) definiert.
(iii) Stokes-Gleichungen

—vAu+gradp = f,
divue = 0.

Hier ist u = u(x,t) die Geschwindigkeit einer kompressiblen Stromung, p bezeichnet
den Druck, v ist der Viskositdtsparameter.

(iv) Maxwell-Gleichungen

div(eE) = d4mp, div(pH) =0,
c Ot
curlH = 1 O(<E) + 4—7T 1.
c Ot c

c ist die Lichtgeschwindigkeit,  die magnetische Permeabilitit, ¢ die dielektrische
Konstante, E die elektrische Feldstdrke und H die magnetische Feldstirke.
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Nichtlineare Gleichungen
(i) Nichtlineare Poissongleichung
—Au = f(u).
(ii) p-Laplace-Gleichung
—div(|Vu[P2Vu) =0, p>1.

(iif) Gleichung zur Bestimmung von minimalen Oberflichen

_div (W1> -0
(1+[Vul?)2

(iv) Skalare Erhaltungsgleichung
up + div f(u) = 0.
(v) Burgers Gleichung

U +uuy, = 0.

(vi) Reaktions-Diffusions-Gleichung

ug — Au = f(u).

Nichtlineare Systeme
(i) Euler Gleichungen fiir inkompressible Fliisse
u; +Vuu = —Vp,
divu = 0.
(ii) Navier-Stokes-Gleichungen fiir inkompressible viskose Fliisse

u; + Vuu —vAu = —Vp,
divue = 0.

p bezeichnet den Druck, u das vektorielle Geschwindigkeitsfeld und v ist der Visko-
sitditsparameter.






Kapitel 1

Mathematische Modellierung

In diesem Kapitel untersuchen wir, wie Flief- und Transportvorginge, Diffusionen, Wellen
und einige stationidre Prozesse mathematisch modelliert werden, d.h. woher die entspre-
chenden partiellen Differentialgleichungen mit Rand- bzw. Anfangsbedingungen kommen.

1.1 Modellierung von Flief3- und Transportvorgiangen

Wir betrachten die Stromung einer Fliissigkeit oder eines Gases, d.h. eines Fluids. Wir neh-
men an, das Fluid sei ein 3-dimensionales Kontinuum, das eine offene Teilmenge {2 C R3
fillt. Jeder Punkt « € € ist ein infinitesimales Teilchen des Fluids. In der Physik wird ein
reales Fluid als endliche Menge von Molekiilen beschrieben. Die Stromungsbewegungen
der Teilchen im Kontinuumsmodell (makroskopische Skala) sind zwar verschieden von
den Molekiilbewegungen in einem Fluid (mikroskopische Skala), erfassen jedoch sehr gut
vielféltige Stromungsphédnomene.

Um eine mathematische Beschreibung der Teilchenbewegung vornehmen zu kénnen, be-
notigen wir eine Zeitvariable ¢t € R := {¢ € R : ¢ > 0} und Ortskoordinaten

x = (x1, T2, x3) beztiglich einer orthogonalen Basis.

Wir beschreiben die Bewegung durch eine Abbildung

¢:RT xR* — R?
ot.z) = v,
¢(0,z) = =

Fiir festes ¢ sei ¢'(-) = @(t,)|tsest : R® — R eine eineindeutige Abbildung; siehe Abbil-
dung 1.1.

©(0) Q(t)

Abbildung 1.1: Deformation ¢(t, -)

15
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Fiir festes « beschreibt
¢w() = O, )| wtest : Rt - R?

eine Kurve:

Diese Kurve wird als Bahnkurve oder Trajektorie des Teilchens bezeichnet, das zum Zeit-
punkt tgp = 0 am Ort  war; siehe Abbildung 1.2.

y

Abbildung 1.2: Trajektorie

Definition 4

ot 6 (1)) = wlt, (1) = 2 (t,z) = (1)

bezeichnet das Geschwindigkeitsfeld des Teilchens x, das sich zum Zeitpunkt t am Ort y(t) befindet.

Ist v(t, y) bekannt, dann kénnen die Bahnkurven als Losung eines Systems von gewchnli-
chen Differentialgleichungen mit Anfangsbedingungen berechnet werden:

dy(t) _
. v(t,y),

y(0)

tyr
vitby)=| v |.
0

Wir betrachten das Differentialgleichungssystem:

x.

Beispiel: Es sei

dp

dt Y1,

dy2  _

dt Y2,

dys

U , y(0)==

Die Losung lautet y(t) = (z1e2'" zqe!, 23).
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Herleitung einer Transportgleichung

Um nun eine partielle Differentialgleichung fiir den Fluss bzw. Transport herzuleiten, grei-
fen wir auf den Massenerhaltungssatz zuriick. Wir betrachten eine stetige Dichtefunktion p
(Massendichte) in den Koordinaten: p = p(t, y(t)) = p(¢,y) der aktuellen Konfiguration.
Zum Zeitpunkt ¢ = 0 betrachten wir ein Kontrollvolumen £2(0). 2(¢) sei das weiterge-
stromte Kontrollvolumen zum Zeitpunkt ¢t € R.

Definition 5 p geniigt einer integralen Erhaltungsgleichung, falls fiir jedes Q(0) C R3

m = masse = / p(0,x)dx = / p(t,y)dy = const, (1.1)
Q(0) Q(t)

d.h.

p(t,y)dy =0 (1.2)

Sl

ist.

Wir berechnen nun die Ableitung

d
= ty)dy ..
dt/ﬂ(,y)y

Q(t)

Satz 1 (Reynolds’scher Transportsatz) Es sei p : RT x R3 — R eine stetig differenzierbare
Dichtefunktion, und ¢' : R® — R3 stetig differenzierbar. Dann gilt fiir jedes beschrinkte Kontroll-
volumen die Gleichung:

p(t,y)dy = / [%(t,y)+div(p(t,y)v(t,y)) dy .
Q(t) Q(t)

dt

Beweisskizze von Satz 1

d

G [ oty = 5 [ ptote)detvasit.a)de

Q(t) ©(0)

d
| Gtotenro)e
Q(0)

- / L‘;t (t,p(t,x))F(t,x)dx + p(t, ¢(t,w))%p(t,w)d$ 7
Q(0)

wobei F(t,z) = det Vx ¢(t, ) ist.

Nun ist

@ _ dp 8¢J
dat Za@ ot +

L9
Z <96, =Vyp ot g
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Weiterhin gilt [20, Seite 21, 22]

iF(t,a:) = F(t,x)divo.

dt
Daher wird
d op
pn pt,y)dy = o + Vyp-v+pVy -v| F(t,x)dx
Q(t) Q(0)
/ o + Vy - (pv) | d
ot y - \p Yy
Q(t)
/ <% + div(pv)) dy.
Q(t)
|
Folgerung

Falls der Integrand stetig ist, erhdlt man aus der Tatsache, dass das Reynoldsche Transport-
theorem fiir beliebige Volumina Q(t) gilt,

dp . _
N + div(pv) = 0. (1.3)

Diese partielle Differentialgleichung 1.Ordnung bezeichnet man als Kontinuitdtsgleichung,
sie ist eine Erhaltungsgleichung in Divergenzform. Um die Differentialgleichung zu 16sen,
muss die Geschwindigkeit v bekannt, bzw. als Funktion der Dichte gegeben sein.

Bemerkung

Im Folgenden &ndern wir die Bezeichnung, y wird durch x ersetzt, um mit den in der
Literatur hdufig benutzten Variablen konform zu sein.

Beispiele

1. Lineare Advektionsgleichung
Es sei v(x,t) = a = const. Dann ist

dp . _Op B
N + div(ap) = T +a-Vgp=0. (1.4)

Fir z = z; (eindimensionaler Ort) erhalten wir

op op

Fiigen wir das Anfangsdatum p(z, 0) = po(z) hinzu, dann ist die Losung
pl,t) = plz — at,0) = polw — at).

Anschaulich heifit dies, dass das Anfangs-Dichteprofil mit der Geschwindigkeit a
”“stromab” transportiert wird.
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2. Kinematische Stromungsmodelle
Die Geschwindigkeit wird als Funktion der gesuchten lokalen Dichte dargestellt

v =v(p(,1)).
Solche Stromungsmodelle heifien kinematisch.
Fur
v:g,x:xl, a=1
folgt
8p 0 p? 8p dp
o Tor2 o tPon !

Diese nichtlineare Differentialgleichung heifst Burgers Gleichung.

Sollen noch viskose Effekte erfasst werden, so erhélt man [2]

0 0 0*
8’: + 82 - Uﬁ_xg =0, v >0 Viskosititsparameter.

3. Verkehrsstromung

Sei p = p(z,t) die lokale Autodichte auf einer einspurigen Strafie (z = =) und v die
Geschwindigkeit. Es sei 0 < p < pi44, WODbeI ppq, die maximale Dichte (Stofistange
an Stofistange) bezeichne. Da die Autos erhalten bleiben, muss die Erhaltungsglei-
chung

op 0

ot T o) =0
gelten. Wir nehmen an, dass v = v(p) ist. Bei p = 0 (leere Strafle) mdchte man mit
der maximalen Geschwindigkeit v,,,q, fahren, je grofier p ist, desto kleiner muss die
Geschwindigkeit sein

Py

Pmax

op 0 p
max 1-— = U.
ot T o Oz {PU < Pmaz >} 0

v =0(p) = Vmaz(1 —

Damit erhalten wir

Bemerkung

Eine allgemeinere Formulierung von Systemen von Erhaltungsgleichungen wird durch fol-
gende Definition gegeben.

Definition 6 Erhaltungsgleichungen in n Raumdimensionen werden durch ein System partieller
Differentialgleichungen (p wird durch w ersetzt) gegeben:

t) + Z %fi(u(m,t)) =0.

Der Vektor u(x,t) = (uy(x,t), ..., um(x,t)) ", mit
u:R" xR' > (x,t) - u(z,t) € S CR™

ist die gesuchte Losung; die Elemente aus S heiflen Zustiinde.
Die Abbildungen f, : S 3 u(z,t) — f;(u(x,t)),i = 1,...,n, sind Flussfunktionen.
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1.2 Modellierung von Diffusionsprozessen

Diffusion in einer Raumrichtung

0

Wir stellen uns eine Rohre mit einer ruhenden Fliissigkeit vor. In der Fliissigkeit befindet
sich ein Farbstoff, der von Bereichen hoherer zu Bereichen niederer Konzentration diffun-
diert (siehe Abbildung 1.3). Mit u bezeichnen wir die Konzentration des Farbstoffes. Die
Diffusionsrichtung sei die z-Richtung, deshalb fassen wir den Diffusionsprozess als eindi-
mensionalen Vorgang aulf.

Farbstoff Diffusion

T

X0 Z1

Abbildung 1.3: Diffusion in einer Rohre

Die Bewegung des Farbstoffes innerhalb des Intervalls (z¢, z1) kann folgendermafSen be-
schrieben werden: Es sei m(t,z) die Farbstoffmasse zum Zeitpunkt ¢ und am Ort x. Die
Gesamtmasse der Teilchen tiber dem Intervall (zg, 1) bezeichnen wir mit m(¢, (z, z1)).

Es ist

wobei c eine Normierungskonstante ist. Daher erhalten wir

1

dm B ou(t,x)
E(t, (xo,l‘l)) = C/ de

Zo

Sei ¢ die Stromdichte, d.h. die transportierte Masse pro Zeiteinheit. Ein Zusammenhang
zwischen der Massendnderung pro Zeit, der Stromdichte und dem Konzentrationsgefille
im Intervall (xo, z;) liefert das 1. Ficksche Gesetz:

1. Ficksches Gesetz

Es gibt eine Proportionalitdtskonstante (Diffusionskonstante) k, so dass fiir die Stromdichte
g die Beziehungen

%(Z—?(t, (w0, 71)) = / %@,z)dx = —q(t,21) + q(t, 7o) (1.5)

Zo

und

~ Ou(t,x)
q(t,x) = fkT (1.6)



1.2. MODELLIERUNG VON DIFFUSIONSPROZESSEN 21

gelten. Setzen wir (1.5) in (1.6) ein, dann erhalten wir

' ou C u(t,zy) | Dult,xo)
at(t,x)dx = k o —k 5
xlagu(t x)
=k [T g, (17)

Da die Integrationsgrenzen ¢ und z; beliebig sind, folgt aus (1.7) die Differentialgleichung

ou_
ot ox?’

(1.8) wird auch als 2. Ficksches Gesetz bezeichnet.

(1.8)

Diffusion in mehreren Raumrichtungen

Sei Q) eine beliebige Teilmenge eines Gebietes Q2 (fiir n = 1 war Qg = (zg,21)). Es ist
m(t, Qo) = m(t) = c/u(m,t)da:
Qo

und

1dmf(t)

Lamit) _ /ut(:n,t)d:c.

c dt
Qo

HOL

Abbildung 1.4: Fluf$ durch den Rand eines Gebietes (2

Der Farbstoff diffundiert von Bereichen hoherer Konzentration zu Bereichen niederer Kon-
zentration. Die Diffusion erfolgt iiber den Rand 0}y in Normalenrichtung n (siehe Abbil-
dung 1.4) und kann mit Hilfe der Stromdichte g ausgedriickt werden

/ut(%t)da::—/q-nda.

Q %0
Das 1.Ficksche Gesetz besagt, dass
q = —kVu,

wobei k die Diffusionskonstante bezeichnet.
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Nach dem Gaufischen Satz erhalten wir
/ut(m, t)dx = / kEVu-ndo = /diV(kVu) dx.
Qo 00 Qo
Da Q beliebig war, folgt die Differentialgleichung
ug(x, t) = div(kVu) = kAu.

Sind Quellen (hineinflieflen) oder Senken (hinausflieffen) des Farbstoffes vorhanden, be-
schrieben durch die Quelldichten f(x,t), dann ergibt sich die inhomogene Diffusionsglei-
chung

uy — kAu = f(x,t).

Im Allgemeinen ist k¥ = k(u) und damit
uy — div[k(u)grad u] = f(,1).

Diffusionsgleichungen beschreiben u.a. die Brownsche Molekularbewegung, Populations-
dynamik, chemische Diffusionen und Warmeausbreitung.

Wirmeleitungsgleichung

Die Warmeleitungsgleichung hat eine dhnliche Gestalt wie die Diffusionsgleichung. Sei
u(zx,t) die Temperatur, H(t) die gesamte Warmemenge eines Bereiches 2y C 2 (gemessen
in Kalorien), dann gilt

H(t) = /cpuda),

Qo
wobei c die spezifische Warme und p die Dichte (Masse pro Volumeneinheit) ist. Es gilt
dH (t
Q = / cpuy da.

dt
Qo

Nach dem Fourierschen Gesetz (vorher Ficksches Gesetz) flieSit die Warme von warmeren
zu kélteren Bereichen proportional zum Temperaturgradienten:

g = Warmestromdichte = —k grad u.

Die Wirmeleitféhigkeit hdngt i.a. von u ab; k& = k(u). In ¢ kann keine Warme verloren
gehen, sie tritt nur tiber den Rand 012y aus. Die Anderung der Warmemenge ist deshalb

H
dd—t(t):—/qnda: /kVu-'n,da,
aQ aQ

wobei k die Warmeleitfdhigkeit bezeichnet. Durch Anwenden des Divergenzsatzes folgt

/cput de = /div(kVu) dz
Qo

Qo
und damit
cpuy = div(k(u)Vu).
Ist k = const, erhalten wir wieder die Diffusionsgleichung:
k

uy = —Au. (1.9)
cp
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Konvektion-Diffusions Gleichung

Tritt ein Transport und eine Diffusion eines Stoffes in einer Fliissigkeit auf (z.B. Schadstoff
im Grundwasser), dann gentigt die Konzentration u(x, t) einer Differentialgleichung

Ou
ot
Der Transport wird durch die Gleichung (1.3)

+v - gradu = kAu. (1.10)

ou .
e +div(uv) =0

beschrieben. Da fiir die skalare Grofie u
div(uv) = udive + gradu - v

gilt und unter der Annahme, dass div v = 0 ist (inkompressible Stoffe), erhalten wir die
linke Seite der Gleichung (1.10). Die Bilanzgleichung (1.10) bezieht die Diffusion (Ficksches
Gesetz) mit ein.

Reaktion-Diffusions Gleichungen

Bei der Modellierung chemischer Reaktionen treten Systeme partieller Differentialgleichun-
gen auf, z.B. [1]

Uy = Au — (bQR(’U/, U>7
Av+ BR(u,v),

Ut

wobei u die Stoffkonzentration, v die Temperatur, R die Reaktionsgeschwindigkeit (be-
kannt) und ¢, 8 Konstanten sind.

1.3 Modellierung von Schwingungen

Schwingungen von Saiten, Membranen und dreidimensionalen Volumina kénnen mathe-
matisch durch Wellengleichungen der Form

2

Porz
modelliert werden. Dabei sind p, a und /3 Materialkonstanten, f(x,t) charakterisiert die In-
tensitdt (Dichte) der duleren Storung und v = u(x, t) ist die unbekannte Funktion, die z.B.
die Auslenkung der Welle beschreibt. (1.11) wird durch Anfangs- und Randbedingungen

komplettiert. Wir skizzieren nun, wie man elastische Schwingungen durch partielle Diffe-
rentialgleichungen der Gestalt (1.11) beschreiben kann.

= div(a gradu) — fu + f(z,t) (1.11)

Elastische Schwingungen
Wir betrachten einen Korper 2 = 2(0) C R, n = 1, 2, 3, der durch eine Abbildung

Z:0(0) x (to,T) C R" x Rt — R"

abgebildet wird. Im aktuellen Gebiet Q(t) wirken auf den Korper Volumenkrifte F, die
durch stetige vektorwertige Dichtefunktionen f beschrieben werden koénnen:

F(Qt), 1) = / fu 1) dy.

Q(t)
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Als Impuls bezeichnet man das Integral

l@@ﬂ:/MMMMN%

Q(t)
wobei ¢ = g(y, t) eine skalare stetig differenzierbare Dichtefunktion und

dy(t)

U(yat) = Ta y(t) - gD(l’,t)

ist. Um ein Gleichgewicht zwischen den angreifenden Kriften und der zeitlichen Impuls-
dnderung ausdriicken zu konnen, wurde das folgende Axiom aufgestellt:
Gleichgewicht liegt vor, falls ein Spannungsvektor t = t(y, ¢, n) existiert, so dass

Slen= [ rwows [ it (112)

w(t) Ow(t)

fiir alle Kontrollvolumina w(t) C Q(t) gilt. Man kann beweisen, dass t(y, t,n) = T'(y, t)n ist,
wobei n der dufiere Normalenvektor an die Oberfldche dw(t) ist, T ist eine n x n Matrix. Un-
ter der Voraussetzung, dass das Massenerhaltungsgesetz gilt, kann man (1.12) berechnen.
Hierbei wird das Reynolds’sche Transporttheorem und der

Divergenzsatz angewandt. Man erhilt eine Gleichung fiir das Kraftegleichgewicht:

o(y, t)o(y,t) =divT(y,t) + f(y,1). (1.13)

Links tritt die Beschleunigung auf, ¢¢ ist die Trégheitskraft, rechts steht eine riicktreibende
Kraft, div T, und die duflere Anregung f. Die n x n Matrix kann bei elastischen Kérpern fiir
kleine Schwingungen ausgedriickt werden:

T =T(Vid) = T(grad @),

wobei @ der Verschiebungsvektor (Auslenkung) ist. Setzt man u; = us = 0, u3 = u, so erhilt
man schliellich fiir vertikale Auslenkungen die Gleichung (1.11) mit div T = div (ugrad u).
 ist eine Materialkonstante.

1.4 Modellierung von stationidren Prozessen

Zustdnde, bzw. Prozesse, bei denen sich die physikalischen Verhiltnisse nicht mit der Zeit
andern, heiflen stationdr. In den vorangegangenen Modellierungen werden stationére Zu-
stande beschrieben, falls u; = 0 bzw. u; = 0 sind. Dies fiihrt im Wesentlichen zur homoge-

nen Laplace-Gleichung;:
o 0? 02
Au=|z5+=5+=5|u=0
" (3&6%4_({‘)‘%% +8x§)u ’
bzw. zur inhomogenen Poissongleichung
Au = —f(x).

Die Gleichung Au = 0 heifit auch Potentialgleichung. Ein Vektorfeld (Kraftfeld) v besitzt
ein Potential u, falls gilt:

v = gradu.
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Beispiele
1. Bei einer stationdren Stromung einer inkompressiblen Fliissigkeit ist
dive = 0.
Liegt weiterhin eine Potentialstrémung vor, v =gradu, so folgt
Au = 0.

2. Fur die elektrische Feldstdrke E eines durch eine elektrostatische Ladung mit der
Dichte p erzeugten Feldes gilt nach dem Coulombschen Gesetz

divE = 2 (e — Dielektrizitatskonstante).
€

Falls E wirbelfrei ist, existiert ein elektrostatisches Potential, so dass E = —gradu und

—divgradu = —Au = L
€
ist.
3. Das Newtonsche Gravitationsgesetz fiihrt, analog zu 2., zu der Gleichung
Au = —pc,

wobei p die Massendichte und ¢ eine Materialkonstante ist.

Helmholtz-Gleichung

Die stationdre Gleichung
Au+k*u=0

wird Helmholtz-Gleichung genannt.
Betrachtet man die Wellengleichung
wiy — a?Aw = f(x,t) = fo(x)e™",
mit periodischer Stérung, der Frequenz w und der Amplitude fy(x), so erhédlt man durch

den Ansatz

w(x,t) = u(x)e™!

die Helmholtz-Gleichung

2
Au+ k*u = _fol@) tl

k2= .
a? ’ a?

1.5 Anfangs- und Randbedingungen

Wir haben bisher lineare und nichtlineare partielle Differentialgleichungen und Systeme er-
ster und zweiter Ordnung kennen gelernt, durch die instationdre und stationédre Prozesse
modelliert werden. Weiterhin haben wir gesehen, dass sehr viele Losungen auftreten. Es
geht i.A. nicht darum, alle moglichen Losungen zu berechnen, sondern solche, die Zusatz-
bedingungen geniigen. Losungsstrategien werden sich daran orientieren.

Wir werden uns zunéchst mit Zusatzbedingungen in Form von physikalisch motivierten
Anfangs- und Randbedingungen néher beschiftigen.

Anfangsbedingungen

Definition 7 Eine Anfangsbedingung legt den physikalischen Zustand eines Prozesses zu einem
bestimmten Zeitpunkt t, fest.
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Beispiel
Bei der Transportgleichung (1.3) wird die Dichte zum Zeitpunkt ¢, als gegeben betrachtet

p(to, ) = po(x).

Bei der Warmeleitungsgleichung (1.9) wird die Temperatur zum Zeitpunkt ¢, vorgeschrie-
ben

u(to, ®) = uo(x).
In beiden Gleichungen treten erste Ableitungen nach der Zeit auf. Bei der Wellengleichung

(11), in der eine 2. Ableitung nach der Zeit auftritt, werden sowohl Anfangslage, als auch
Anfangsgeschwindigkeit vorgeschrieben:

U(to, m) = uO("B)v
dulty,x)
—5 @

Randbedingungen

Die Ortsvariable variiert oft in einem beschréankten Gebiet, z.B. wird die schwingende Saite
durch ein Intervall der Lange [ modelliert, die Membran durch einen ebenen Bereich, die
diffundierende chemische Substanz durch einen Behélter. Der Schall wird sich je nach Si-
tuation in einem endlichen Bereich oder im unendlichen Raum ausbreiten, gleiches gilt fiir
die Warme.

Definition 8 Eine Randbedingung legt den physikalischen Zustand am Rand, bzw. an Teilrindern
eines beschrinkten raumlichen Gebietes fest. Durch sie wird auch das Verhalten der Losung fiir
|&| — oo beschrieben.

Haufig auftretende Beispiele

(D) u wird auf dem Rand vorgegeben (Dirichlet Bedingung, 1. Randwertproblem). Als
Beispiel betrachten wir eine fest eingespannte Saite : «(0,t) = u(l,t) = 0.

(N) 2% bzw. die Normalspannung on wird auf dem Rand vorgegeben (Neumann Beding-
ung, 2. Randwertproblem). Zum Beispiel wird ein gelenkig gelagertes Saitenende,
transversal ohne Widerstand, in einer Spur gefiihrt, durch die Bedingung

Ou
—(,t) =
an( ? ) O

modelliert.

(R) 2% + qu wird vorgegeben (Robin Bedingung oder Newton Bedingung, 3. Randwert-
problem). Ein Beispiel dazu wére ein Saitenende, welches frei in einer Spur schwingt,
aber durch eine Feder, bzw. ein Gummiband in die Gleichgewichtslage zuriickgefiihrt

wird.

Wir erldutern an weiteren Beispielen, wann welche Randbedingungen physikalisch sinn-
voll sind.

Diffusion

Ist die diffundierende Substanz mit der Konzentration u in einem Behdlter 2 eingeschlos-
sen, d.h. es kann nichts hinzukommen, bzw. entweichen, dann muss nach dem Fickschen
Gesetz gelten:
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—k% =q-n=0 aufdQ.
on

Ist der Behalter durchldssig und wird die austretende Substanz sofort weggespdilt, dann ist

u=0 auf 9.

Wirmeleitung

Vollstéandige Isolation des Korpers ldsst keine Warme iiber den Rand austreten, d.h.

ou
_— = Q.
0 auf o

Befindet sich der Korper in einem grofien Behalter mit der Temperatur g(x,t) = g(t) (siehe
Abbildung 1.5) und findet vollstindige Warmeleitung statt, dann lautet die Randbedin-

gung
u(z,t) = g(t) auf 0.

Abbildung 1.5: eingebetteter Korper

Stellen wir uns einen isolierten Stab vor, der bei = 0 in einen Behélter der Temperatur g(t)
ragt (siehe Abbildung 1.6).

Abbildung 1.6: Stab im Behalter

Dann ist

~2L0,8) = e 0,6) = ~alul0,1) ~ ()]
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Bedingung im Unendlichen

Wenn wir Schall- oder Lichtwellen betrachten, die nach aufSen (ins Unendliche) strahlen, so
ist die ‘Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung’

eine physikalisch sinnvolle Randbedingung im Unendlichen. Hier ist r = ||.

Transmissionsbedingungen

Besteht das Gebiet (2 aus zwei Teilgebieten, Q = Q7 U Q», unterschiedlicher Materialien, so
treten an den gemeinsamen Randstticken (interfaces) so genannte Sprungbedingungen auf.
Es sei z.B. ein Stahl-Beton Verbund gegeben (siehe Abbildung 1.7).

0

Abbildung 1.7: Stahl-Beton Verbund

In ; betrachten wir die Warmeleitungsgleichungen
aui
ot

Am ’“interface’ 0Q2; N 0923 = I'12 soll die Temperatur tibereinstimmen

—k‘iA’uiZO, ’L':LQ.

ul(w,t) = UQ(IB,t) auf F12.
Nach dem Fourierschen Gesetz ist der Warmestrom
q;, = —kiVui in Ql

und daher auf I'y»
8ui
Comy = ket
q;, n on;

Da m; = —ng, erhalten wir als stetige Ubergangsbedingung

ouy Ous ouq Oug
ki + kg = ko — kye—
187’1,1 + 28712 ! 8’)’L1 28"’1,1

was bei sehr unterschiedlichen Diffusionskoeffizienten zu groflen Spriingen fithren kann.

=0,

Bei Verbiinden aus elastischen Materialien lauten die Sprungrelationen an der Ubergangs-
flache fiir die Verschiebungsfelder u; und die Spannungsvektoren o;n; :

u; — Uy = 07
oing +osmy = 0,
wobei o; = A\itre(u;) + 2pe(u;) ist.
Bei thermoelastischen Problemen haben wir auf I'y, [14]:

Uy —uUuy = 0,
(o1 —o2)n1 = [k1(3A\1 — 2u1) T — k2(3A2 + 2u1) Ta]n,

wobei T; die Temperatur in €2; bezeichnet.
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1.6 Korrekt gestellte Probleme

Wir betrachten partielle Differentialgleichungen in Operatorform

Au:A(ka’vk—l’_“’vo)u:f in Q x (O7T) :QT-

|

Qr

e >

Abbildung 1.8: Raum-Zeit-Zylinder Q7

Die Zusatzbedingungen (Anfangs- und Randbedingungen) fassen wir als Operator B zu-
sammen

Bu=g auf 90Qx(0,7)UQ x {0}.

Das Problem lautet: Man finde eine Losung u aus einem Funktionenraum X fiir rechte
Seiten f € Y, g € Z,so dass

A=(A,B): X -Y x Z,
Au=(f,9)".
Das Problem heifst im Hadamardschen Sinne (1902) korrekt gestellt, falls folgende funda-
mentale Eigenschaften gelten:
(1) Existenz: Es existiert wenigstens eine Losung.
(2) Eindeutigkeit: Es gibt hochstens eine Losung.

(3) Stabilitdt: Kleine Anderungen von f und g bewirken kleine Anderungen der Losung;
anders ausgedriickt:

Al existiertauf Y x Z und A~ ist stetig.

Man erwartet, dass physikalisch sinvolle Modellierungen auf korrekt gestellte Probleme
fiihren. Dies ist nicht immer der Fall.

Beispiel
Wir betrachten das Neumann Problem fiir die Poisson-Gleichung (stationére Diffusions-
gleichung in einem geschlossenen Behdlter)

—-Au = f inQ,
ou
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Die Eindeutigkeit ist verletzt. Ware u eine Losung, dann ist auch u + const eine Losung.

Bei geeigneter Wahl der Rdaume X,Y, Z (Faktorrdume, orthogonale Komplemente) kann
auch in diesem Beispiel (1), (2) und (3) gesichert werden.
Klassische Losungen von Au = (f, g)” sind Funktionen u € C*(Qr).
Es existieren nicht immer klassische Losungen. Betrachten wir z.B. die skalare Erhaltungs-
gleichung:

us + F(u), = 0.

Es treten i.A. Schockwellen (Unstetigkeitskurven der Losung «) auf, die natfirlich keine
klassischen Losungen sind. Das Konzept schwacher oder verallgemeinerter Losungen
(Losungen im Distributionensinn) erfasst auch diese.



Kapitel 2

Differentialgleichungen erster
Ordnung

Wir hatten bereits die lineare Advektionsgleichung (1.4) kennen gelernt (jetzt setzen wir
p=u):

ou ou

— +a-—=0. 2.1

ot o =" @1)
Diese Gleichung kann als Richtungsableitung interpretiert werden

ou Su 1 t
- = . — = t = =
on Vu-n=0, Vu (%),n (a) (x)’

d.h. u ist einerseits in Richtung von n konstant und andererseits ist Vu orthogonal zu n.
Damit ist Vu auch orthogonal zu Geraden, die zu n parallel verlaufen.

T

A

Y

Abbildung 2.1: Die Charakteristiken

Die zu n parallelen Geraden haben die Gestalt (siehe Abbildung 2.1)
r — at = const

und heiflen Charakteristiken.

31
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Die Losung u ist konstant auf jeder Charakteristik, d.h. dort gilt
u(t,x) = C = f(const) = f(x — at),

wobei f eine unbestimmte differenzierbare Funktion ist.

Durch eine Anfangsbedingung, z.B.:
u(0,z) = sinz = ug(z)

kann f bestimmt werden:

Es folgt:

u(t,z) = f(z—at) =up(x — at) = sin(z — at).

Die Losung u(t, ) wird in Abbildung 2.2 dargestellt. Der Transport der Anfangsdaten er-
folgt langs der Charakteristiken.

y
8

Abbildung 2.2: Transport entlang der Charakteristiken

Wir greifen diese Idee auf und untersuchen jetzt allgemeiner das lokale Losungsverhalten
einer quasilinearen Differentialgleichung 1.0rdnung mit Anfangsbedingungen.
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2.1 Lokale klassische Losungen

Wir fiihren zunéchst den Begriff eines Cauchy-Problems ein fiir n rdumliche Variable = und
die Zeitvariable t.

Definition 9 Als Cauchy Problem bezeichnet man ein Anfangswertproblem fiir eine partielle Dif-
ferentialgleichung, die in R™ x R definiert ist.

Wir beginnen mit einem allgemeinen nichtlinearen Anfangswertproblem fiir Funktionen
u=u(z,y), (z,y) € R%
Gegeben sei
CL(.’E,:%U)'LLI + b(m,y,u)uy = c(m,y7u)7 (22)
u(zo(s), yo(s)) = uo(s), (2.3)

wobei a,b,c € C'(Q3),Q3 C R3 und K(s) = {(z0(s),v0(s),uo(s))} eine differenzierbare
Kurve in Parameterdarstellung im R3 bezeichnet; 0 < s < [. Gesucht ist eine Funktion
u = u(z,y) € C'(Qs),0 € R?, so dass gilt (z,y,u) € Q3, dh. u = u(x,y) beschreibt eine
glatte Flache, die durch die Kurve K (s) verlduft.

Ist u eine Losung von (2.2), dann kann man die linke Seite von (2.2) als Richtungsableitung
entlang einer Kurve C auffassen.

Sei
C(r) = {(z(r),y(7),u(r))} eine Kurve in Parameterdarstellung im R?,

C(r) = {(z(r),y(n)}.

Dann ist fiir u(z,y) = u(z(7), y(1)) = a(r) auf C:

d . Ooudr Oudy
= aea Tayar
Wir setzen
dx -
T = (), y(n), 5(0),
W= b)), (7)), .4
W = efalr), ylr), 0(r).

Definition 10 Die Differentialgleichungen (2.4) bezeichnet man als charakteristische Differential-
gleichungen, die Kurve C als Charakteristik bzw. als charakteristische Kurve.

Bemerkung: v ist i.A. nicht konstant auf C !
Die Kurve C wird eindeutig festgelegt, wenn wir fordern

(7 =0)=xz0, y(T=0)=yo, u(r=0)=uo
fur (xo, Yo, uo) € Ns.
Wir betrachten jetzt die Anfangskurve
K(s) = {(zo(s),y0(s),uo(s))} C Q3 fir0 <s <1,
und die Anfangsdaten fiir jedes s € [0, ]

z(r=0) =z0(s),  y(T=0)=yo(s),
w(r = 0) = uo(s) = u(xo(s), yo(s))- (2.5)
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Wenn man die Charakteristiken von der Anfangskurve ausgehend verfolgt, erhdlt man eine
Fldche (siehe Abbildung 2.3).

C(r,s)

(w0(8),yo(s), uo(s))

Abbildung 2.3: Flache durch die Anfangskurve

Dabei darf der Fall, dass die Kurven C und K parallel verlaufen, nicht auftreten.
Satz 2 Sei K(s) = {(xo(s), yo(s),uo(s))o<s<i} eine requliire C'-Kurve in Q3 mit

ofeo(s)yo(s) uo(s)) Hao(s)gols). o) | 06
ds ds

Dann hat das Cauchyproblem (2.2), (2.3)

a(z,y, w)u, + bz, y,w)u, = c(z,y,u),
u(zo(s),yo(s)) = wuo(s)

genau eine stetig differenzierbare Losung w in einer Umgebung von K (s).

Beweisskizze von Satz 2, siehe [6, Seite 9-14]

Wir betrachten das parameterabhingige Anfangswertproblem von gewohnlichen Differen-
tialgleichungen 1. Ordnung

Z_f = a(x(r),y(r),a(r)),
;l_f = b(a(r),y(r), alr)),
du

7 = ca(n)y(r)alr),

a(r=0) = wo(s),
y(r=0) = wo(s),
a(r=0) = wuo(s).
Nach dem Satz von Picard-Lindelof existieren Losungen
x=X(T,s), 2.7)
y=Y(r,s), (2.8)

u=U(r,s), (2.9)
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die eine Fldche beschreiben. Koénnen wir (2.7), (2.8) nach 7 = T'(z,y), s = S(z,y) auflosen,
dann erhalten wir u(z,y) = U(T(x,y), S(x,y)). Da

X, Yo || alro(s)wo(s) wols)) bao(s), po(s)uols)) | o
X, Ys o - dxg(s) dyg(s) 7é

ist, liefert uns der Satz tiber implizite Funktionen (Satz tiber lokale Invertierbarkeit) das
gewlinschte Resultat.

Es bleibt noch zu zeigen, dass u(z,y) = U(r,s) = U(T(z,y), S(x,y)) Losung des Cauchy-
problems ist:

d d
aug +bu, = %(UTTQE Y ULS,) + d—i’(UTTy +U,S,)

0X oy

= 5 UL +UsSe) + 5 (Ur Ty + UsS)y)

= Ud(Se X, + S,Y,) + Up (T X, + T,Y;)

= UsgiT S(X(r,5),Y(1,5)) +UT£— T(X(r,s),Y(r,s))

Js 87’7 B
o " Urar
= O+UT :c(m,y7u($7y)).

= US

Die Anfangsbedingung ist erfiillt: w(zo(s),yo(s)) = U(7, 8)|r=0 = uo(s). |

Wir betrachten jetzt ein Anfangswertproblem fiir eine Differentialgleichung in Raum
(n = 1) und Zeit
ur +a(z, t,u)u, = c(z,t,u),

u(z,0) = wup(x).

In den vorherigen Betrachtungen setzen wir y = ¢t € R* und b(z,y,u) = b(a,t,u) = 1
(eventuell nach Division durch b(z, t, u) zu erreichen).
Die Anfangskurve lautet fiir zo(s) = s =z :

K(s)=K(z) = {(z,0,u(x)),0<z<I} (2.10)
und ist damit der Graph von ug tiber dem Intervall 0 < z <.
Die charakteristischen Differentialgleichungen lauten

dx

E = Cl(l‘(T),T,ﬂ(T)), (211)
dy  dt
E = oo (2.12)
3—3 = =c(z(1),7,a(1)). (2.13)
Die Anfangsbedingung (2.10) kann geschrieben werden, als
z2(r=0) = =z, y(r=0)=t(r=0)=0 (2.14)
w(0) = wu(z(0),0) = up(z(0)) = up(zo) fiirzo € [0,1]. (2.15)

Aus (2.12) und der Anfangsbedingung ¢(r = 0) = 0 folgt, dass t = 7 ist. (2.11), (2.13)
zusammen mit den Anfangsbedingungen (2.14), (2.15) bilden ein Anfangswertproblem fiir
ein System von gewohnlichen Differentialgleichungen zur Bestimmung der Unbekannten
x = z(t) und & = @(t). Durchlduft =, das Intervall [0, {], so erhalten wir @(t) = U(xo,t) und
z(t) = X (xo,t). Eine Auflésung der Beziehung z(t) = X (x¢,t) nach zy = zo(z, t) liefert die
Losung u(t, x).
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Beispiel

Wir betrachten ein Anfangswertproblem fiir eine skalare Erhaltungsgleichung;:

ot ou

ou  Ofw), % + %(x“) = 0 fir (z,t) €[0,]] x (0,T], (2.16)

u(z,0) = wo(x) furaxel0,l]. (2.17)

Hierbei ist f = f(u) gegeben.
Das Anfangswertproblem fiir die charakteristischen Differentialgleichungen lautet:
Fiir jedes z¢ € [0, ] bestimme Funktionen x(t) und (t), so dass

dz(t) _ 0f(u)

a  ou’ @18

du
= =0 (2.19)
z(0) = o, (2.20)
4(0) = u(z(0),0) = wuo(zo). (2.21)

Die Losung von (2.19), (2.21) ist

u(t) = U(xg,t) = const = ug(zo), (2.22)

d.h. die Losung ist konstant entlang der charakteristischen Kurven. z(t) muss nun so be-
stimmt werden, dass

dz(t 3]
1 _ a—g(%(%)% z(0) = zo.

Damit ist
z(t) = f'(uo(x0))t + xo. (2.23)

Ist eine Auflésung nach zy moglich, so erhalten wir u(z,t) = U(xo, t).
Wir fassen diese Uberlegungen in einem Lemma zusammen.

Lemma 1 Die Charakteristiken fiir das Anfangswertproblem (2.16),(2.17) sind Geraden (2.23) durch
xo mit dem Anstieg f'(uo(zo)). Jede C'-Losung ist konstant entlang dieser Geraden.

Wir betrachten Beispiele: Sei
a) f(u) =au, a = const
Dies fiihrt zur linearen Advektionsgleichung
al + % =0
ot " Yox T
die wir als einleitendes Beispiel betrachtet haben.

Das Anfangswertproblem zur Bestimmung von () lautet

da(t)
a @
x(O) = Xg-
Daher ist z(t) =at+x9, x9=2x— at.

(2.22) liefert die Losung u(x,t) = uo(xz — at).



2.1. LOKALE KLASSISCHE LOSUNGEN 37

b) f(u) = du>.
Dies liefert uns Burgers Gleichung

ou ou
o g = 0. (2.24)

Sei u(x,0) = ug(x).
Wir bestimmen x(¢) als Losung von (2.18), (2.20):

da;(tt) = a(t) = uo(xo),
z(0) = xo.
Es folgt
x = x(t) = ug(zo)t + xo, (2.25)

d.h. die charakteristischen Kurven {(z(t),t)} sind einfach zu berechnen. Durch die
Bedingung, dass die Losung konstant entlang der Charakteristiken ist, kann man den
"Transport” charakterisieren.

Uo(xo)t + Zo

Auf dieser Geraden ist u = ug(xq)
o

-
!

t
Abbildung 2.4: charakteristische Kurve
Um zu demonstrieren, dass im Allgemeinen nur lokal stetige Losungen existieren, betrach-
ten wir die Anfangsbedingung
u(z,0) = sinmz,

fur Burgers Gleichung (2.24). Nach (2.25) haben die Charakteristiken die Gestalt (siehe Ab-
bildung 2.5)

x(t) = xg + (sinmwag)t, x0 € [0,2].
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Abbildung 2.5: sich schneidende Charakteristiken

Der Anstieg ist positiv fiir 0 < zo < 1 und negativ fiir 1 < 2y < 2. Zum Zeitpunkt ¢t* = 1
beginnen sich die Charakteristiken zu schneiden, eine Unstetigkeit entsteht und es gibt
mehrere Losungen. t* wird dabei folgendermafien bestimmt. Eine Charakteristik schneidet

die Gerade z(t) = 1, falls o + (sinmag)t =1,

. 1—xg . -1 1
t* = lim — = lim —M = —.
zo—1 SIN TX( zo—1 T COS TTX( m

Nur fiir t < t* existiert eine klassische Losung, die durch das Verfolgen der Charakteristiken
konstruiert werden kann.

Zum Schluss betrachten wir noch ein Beispiel, dessen Charakteristiken keine Geraden sind.

Es sei

U + 2y =0 firx eR, t>0,

ug(z,0) = up(z) firzeR, t=0, (2.26)

und uy sei eine differenzierbare Funktion.

Das Anfangswertproblem zur Bestimmung der Charakteristiken lautet:

de(t)
dt - x(t)v

z(0) = =z, m €R.

Es folgt, dass z(t) = zoe’ eine Losung ist (siehe Abbildung 2.6).
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Abbildung 2.6: Charakteristiken zum Problem (2.26), (2.27)

Damit ist
r = x0e" = X(20,1), (2.27)
= t=Y(xo,t),
u = Ul(xog,t) = const = ug(xo).

(2.27) ist nach zg auflosbar und wir erhalten
X
u(z,t) = ugp(xo) = uo(g)

als Losung des Anfangswertproblems (2.26).

2.2 Schwache Losungen von Erhaltungsgleichungen

Das vorletzte Beispiel zeigte, dass eine nichtlineare Gleichung (Burgers-Gleichung) mit glat-
ten Anfangsdaten (sin 7) nach endlicher Zeit (1) Unstetigkeiten entwickelt. Daher wurde
ein allgemeinerer Losungsbegriff eingefiihrt, der zum Verstandnis der Unstetigkeiten fiihrt
und eine Grundlage zur numerischen Berechnung von Losungen liefert. Wir definieren,
was wir unter einer schwachen Losung einer Erhaltungsgleichung fiir eine Raumvariable

x = x verstehen.

Gegeben sei das Anfangswertproblem
us + f(u), =0, fir(z,t) € R x R, (2.28)
w(z,0) =up(z) firzeR, (2.29)

wobei f eine differenzierbare Funktion und uo € L5 (R) ist.

Definition 11 Eine Funktion u € L;S (RxR™) heifSt schwache Losung des Problems (2.28),(2.29),
falls

707 (“%Jrf(“)%) dedt = — /OCUO(x)v(w,O)dx (2.30)
0 —oo

— 00



40 KAPITEL 2. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN ERSTER ORDNUNG

fiiralle v € C3(R x RT) gilt.
Hierbei ist

Co(RxRY) ={ve CHR xR") : 37 >0, mit suppv € B,(0,0) N (R x RT)}, (2.31)
B.(0,0) = {(z,t) e R x RT : |(z,t)| < r}. (2.32)

L (R x R*) ist der lineare Raum aller auf beschriankten Mengen 2 C R x Rt Lebesgue-

messbaren Funktionen f (genauer der Aquivalenzklassen von f.ii. gleichen Funktionen),
die wesentlich beschrankt sind, d.h. | f(x)| < K fiir alle z € Q\E), u(E) = 0.
Der Begriff der schwachen Losung verallgemeinert den klassischen Losungsbegriff.

Lemma 2 Ist u € C1(R x RT) eine klassische Lisung von (2.28),(2.29), dann ist u auch schwache
Losung.

Beweis

Wir betrachten eine beliebige Funktion v € C§(R x RT). Sei r geniigend gro8, so dass
suppv C B,(0,0) NR x R*.Sei S = {(z,t) : —r <2 < 7,0 <t <r}, dh. suppv C S. Wir
multiplizieren (2.28) mit v und integrieren:

+oo

/[utv—i—f v]dx dt = //utv—l—f v]dx dt =

// R )v,;]d:cdt—l—/u(x,t)v(x,t)|t:0da:+/f( Yole, )7 dt

—-r 0
oo +oo
//(uvt—Ff Yv,) da dt — / u(z,0)v(z,0)dx = 0,
0 —oco
da
v(z,r) = 0 fi. fir —r <z <r,
v(r,t) = v(-rt)=0 fu fur0<t<r, vgl. Abbildung 2.7, ist.
t
A
v(x,r)
v(—r,t) v(r,t)
T
-r +r

Abbildung 2.7: die Menge S
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Lemma 2 garantiert, dass schwache Losungen existieren, falls es stetig differenzierbare klas-
sische Losungen gibt, siehe auch Satz 2. Wir untersuchen nun, wie sich schwache Losungen
auf einer Unstetigkeitskurve verhalten, die in links- und rechtsseitigen Umgebungen dieser
Kurve klassische Losungen sind.

Die Rankine-Hugoniot Bedingung

Springen schwache, stiickweise stetige Losungen von (2.28) auf einer Unstetigkeitslinie,
dann gentigen sie dort einer so genannten Rankine-Hugoniot Bedingung (1870, 1887). Wir
nehmen an, dass die Unstetigkeitslinie durch eine glatte Kurve z = {(¢,s(t)),t € (o, 0)}
gegeben ist, die in der Halbebene R x R liegt. Mit V; und V, bezeichnen wir links- und
rechtsseitige Umgebungen von C (siehe Abbildung 2.8).

T

Vi

-
-

t

Abbildung 2.8: links- und rechtsseitige Umgebung von C

Satz 3 Eine schwache Losung v von (2.28), die klassische Losung in V; und V,. ist, einen Sprung
[u] = u, — w; auf C besitzt, wobei u entlang C stetig ist, geniigt der Rankine-Hugoniot-Bedingung:

fur) = f(u) = $(ur —w).

Hier ist $ = 92 die Geschwindigkeit der Kurve C.

supp v

Vi

\j

Abbildung 2.9: Trager von v
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Beweis [4,138/139]

Wir wihlen eine Testfunktion v mit supp v C int(V; U V;.), v(z,0) = 0, siche Abbildung 2.9.
Die Relation (2.30) lautet dann:

oo +oo

/ / (s + f(u)oy)da dt = / / (s + f(u)oy)da dt + / / (wvr + f(u)on)da dt.
0 v V.

—00

Partielle Integration fiihrt zu

//[U’Ut + f(u)vy]dx dt
Vi

// us + fu dedt+/(uln1 + f(u)ng)vdl

/(Ulnl + f(u)ng)vdl,

c

da u; + f(u), = 0in Vj ist. Hier ist n = (n;,ns) " die Einheitsnormale an die Kurve C, die
von V; nach V. zeigt.

Analog gilt

//[uvt + f(u)vg]de dt = — /(urnl + f(up)n2)vdl.

Vi c

Folglich ist

:/ (u; — up)ng + (f(wr) — fuy))nzjodl
c

und daher (u; —u,)n1 +(f (w) — f(u,))ne = 0 auf C, da auf C Stetigkeit vorausgesetzt wurde.

Weiterhin ist

() ()

N9 1+ (d_:)z 1
und damit
[u]s = [f (w)]
= ‘fif wird Geschwindigkeit der Kurve C genannt, [u] = u, — w, [f(v)] = f(u,) — f(w)
bezeichnen die Spriinge. ]
Beispiel 1
Wir betrachten Burgers Gleichung
ug+uu, = 0 inR x (0,00),

mit der Anfangsbedingung

1 falls x <0,
u(z,0) =up(x) =< 1—2a falls 0<z<1,
0 falls = > 1.
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Beachte, dass ug nur stiickweise glatt ist.

Die charakteristischen Kurven haben die Gestalt (siehe Abbildung 2.10)

t+ xo falls z¢ <0,
x(t) =ug(xo)t+ax0 =< (1—zo)t+zo falls 0<ag<l,
ily) falls x¢ > 1.

1‘0:1

Abbildung 2.10: sich kreuzende Charakteristiken zu Beispiel 1

Bis zum Zeitpunkt ¢ = 1 existiert eine eindeutige, stetige Losung, dann kreuzen sich die
Charakteristiken.

Fiir t < 1 lautet die Losung

1 fir z<t0<t<1,
l1—z

u(zx,t) = T fur t<z<1,0<t<1,
0 fir #>1,0<t<1.

Im Bereicht < z <1, 0 <t < 1 gilt ndmlich: Die Losung der charakteristischen Gleichung
{E(t) = X(t,l’o) = (]. —(Eo)t+1’0 :t—x0t+x0 = t+$o(1 —t)
kann nach z( aufgelost werden:

x—1
o = .
R

Damit wird u(z,t) = U(zo,t) = ug(zg) =1 — 29 =1 — I=t = =2,

Fiir t > 1 definieren wir eine Losung, die der Rankine-Hugoniot Bedingung geniigt. Dazu

ziehen wir eine Mittellinie C = {(¢, 12* = s(¢))} und setzen

(o, ) = 1 fur z<s(t),t>1,
1 0 fur x> s(t), t > 1.
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Fiir diese Losung gilt:
2 Lo
Uy = 0; uy = 1a f(UT) = JuU, = 07 f(ul) = iul =3
und somit

= o= W] = flw) — flw,).

N =

—[u]s = (w — u)
Man spricht in diesem Fall auch von einer Schockwelle, die sich entlang der Kurve C for-
miert.

Wir betrachten nun ein weiteres Beispiel, das zeigt, dass aus dem Erfiilltsein der Rankine-
Hugoniot Bedingung nicht notwendig die Eindeutigkeit der Losung folgt.

Beispiel 2
Wir betrachten Burgers Gleichung mit den Anfangsdaten

us +uu, = 0,
0 fir z <0,

u(r,0) = UO(x){ 1 fir x>0.

Die charakteristischen Kurven werden beschrieben durch

o fir z9 <0,

x(t) = ug(wo)t + x0 = { t+zo fir x> 0.

Abbildung 2.11: Charakteristiken zu Beispiel 2

Damit ist

w(z, t) = 1 fir z>¢,
0 fur x <O,

siehe Abbildung 2.11.
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Wir haben keine Information im Keil 0 < z < t. Wir fithren wieder die Mittellinie
C = {(t, 3t = s(t))} ein und definieren

[0 fur x<3,
ul(x’t){ 1 fir z> L.

u; gentigt aulerhalb der Kurve C Burgers Gleichung und der Rankine-Hugoniot Bedin-
gung. In diesem Fall haben wir eine nicht physikalische Schockwelle eingefiihrt.

Wir kénnen jedoch den Keil (0 < 2 < t) auch stetig auffiillen durch einen Verdiinnungs-
facher (siehe Abbildung 2.12), in dem wir definieren:

1 fir x>t
ug(x,t) = ¢ § fir 0<z<t,
0 fur z<0.

Auf den Geraden z = at istu = a = 7.

T
A

Abbildung 2.12: Verdiinnungsfacher

ug(z,t) gentigt der Burgers-Gleichung im Bereich 0 < = < t und der Rankine-Hugoniot
Bedingung (kein Sprung).

Wir haben gesehen, dass die Rankine-Hugoniot Bedingung eine notwendige Bedingung
fur schwache Losungen des Problems (2.28),(2.29) ist, jedoch keine Eindeutigkeit garan-
tiert. Wir werden jetzt eine zusétzliche Bedingung formulieren, die die Existenz schwacher
Losungen sichert.
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Entropie-Bedingung

Wir nehmen zusétzlich an, dass f gleichmé&gig konvex ist, d.h. f”(u) > const > 0. Dann ist
f’ strikt anwachsend und (f’)~! = g existiert. Die Existenz der inversen Funktion (f’)~*
kann genutzt werden, um eine schwache Losung von Problem (2.28), (2.29) mit Hilfe der
Lax-Oleinik-Formel zu konstruieren:

x — xzo(z,t)

u(a,t) = ()1

wobei z¢(z,t) eine nicht abnehmende Funktion beztiglich « ist. Fiir diese Losung ist eine
Entropie-Bedingung erfiillt:

). (2.33)

u(m—f—z,t)—u(x,t)ggz Vt>0,z,z€ R z>0, (2.34)

wobei ¢ eine Konstante ist.

Es gilt folgendes Ergebnis

Satz 4 [4, 5.148,149]
Sei f : R — R glatt und gleichmiflig konvex, ug € L (R). Dann existiert eine schwache Losung
(2.33) des Problems (2.28), (2.29). Fiir diese gilt die Entropie-Bedingung (2.34).

Wir fithren jetzt folgende Definition ein:

Definition 12 [4, S. 150] Eine schwache Losung u € L (R x (0, 00)) des Anfangswertproblems
us+ f(u)y, = 0 inRx(0,00),

u(z,0) = wup(x) (2.35)
ist eine Entropie-Losung, falls eine Konstante C' > 0 existiert, so dass
1
u(z + z,t) —u(z,t) < C1 + E)Z (2.36)

fiir fast alle z, z € R,z > 0,t > 0 gilt.

Satz 5 (Eindeutigkeit von Entropie-Lésungen) [4, S. 151]
Sei f konvex und glatt. Dann existiert hochstens eine schwache Entropie-Losung von (2.35).

Beispiel
Wir betrachten das folgende Riemann Problem fiir die Burgers Gleichung:
ug +uuy =0 fiir (z,t) € R x R,

(,0) = w falls z <0,
wEY) = u, falls z > 0.

1. Fall: v; > u,
Wir betrachten die Losung
< 3,

(@, ) = { u; falls <

u, falls

+B+g

2 2
ur M
wobei § = fr)=flw) _ 5 == _ L(u, + ) ist.

Up—Up Upr—UL 2
Die konstanten Losungen sind durch eine Schockwelle voneinander getrennt.
Die Bedingung (2.34) ist erfiillt da,

Mm+&ﬂ—%mﬂ:{

0 fir s<fund 7 <$- 7,
up—up <0 fir s—3 <7 <8
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T
A

N
N
N[

(UT + Ul)

Abbildung 2.13: Charakteristiken im 1. Fall

2. Fall: u; < u,

Ur

uy

Abbildung 2.14: Charakteristiken zum 2. Fall

Wir betrachten wie im vorherigen Fall einen Verdiinnungsfacher und setzen

uy fiir f < uy,
u(x,t) = §  fir

= u < < Uy,

a8

u, fur wu, <
Auch hier ist die Entropie-Bedigung (2.34) erfiillt. Es gilt ndmlich folgendes
(siehe Abbildung 2.15):

Fiir £ > u,, £ <, gilt

u(z + z,t) —u(x,t) = 0.

Fiir £ < uy, 2 > u, (Gebiet I) gilt

u(z+z,t)—u(x,t):ur7ul§IJI:Z %7,_

47
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x
A
1V
11
Ur
w 1l
Tt
Uy uy
z
Abbildung 2.15: Verdiinnungsfacher
Fir 2 < w,u < 2 < u, (Gebiet I) gilt
u(z + z,t) —u(x,t) = rte —uy < vtz T _ %
t t t
Fiir "”TJFZ > up,uyp < § < u, (Gebiet III) gilt
r xrx+z x =z
) —u(z,t) =u, — - o=z
u(x + z,t) —u(z,t) =u s < i

Fir u, < 2 <u,, w; < £ <u, (GebietIV) gilt

u(x + z,t) —u(z, t) = mjzf%:;




Kapitel 3

Differentialgleichungen zweiter
Ordnung

3.1 Typeinteilung

Wir betrachten semilineare Differentialgleichungen 2. Ordnung im R™, in denen die 2. Ab-
leitungen linear auftreten:

Z ao () Du(x) + F(Z, U, tgy, ..y tiy, ) =0 flirx € Q C R".
la|=2

In der Indexschreibweise lautet diese:

XH:A(CC) azu —l—F(ZCuU " )70 (31)
k=1 T O 0m 2 Uy Ugyy oo Uy, ) = U '

Als Hauptteil bezeichnet man den Ausdruck:

n
0?u
> Ajp(@) 5 (3.2)
k=1 81:]8:%
Wir suchen Losungen mit der Eigenschaft, dass 85_26“1 =3 82;; - ist. Daher konnen wir
jOTk L OT 5

annehmen, dass A (x) = Ay;(x) ist. Die symmetrische Koeffizientenmatrix des Hauptteils
Ax) = (Aji(e))

besitzt nur reelle Eigenwerte. Eine Klassifikation wird nach den Vorzeichen der Eigenwerte
von A(z) vorgenommen.

49
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Klassifikation

Definition 13 Die Differentialgleichung (3.1) ist im Punkt & € Q vom Typ (e, 3,7), falls die
Koeffizientenmatrix A(x), « - positive Eigenwerte, [3 - negative Eigenwerte und -y - Null-Eigenwerte
besitzt. Gleichungen vom Typ

o (n,0,0) bzw. (0,n,0) sind elliptisch im Punkt = (d.h. alle Eigenwerte sind nicht Null und
haben dasselbe Vorzeichen).

e (n—1,0,1) bzw. (0,n—1, 1) sind parabolisch im Punkt x (oder etwas allgemeiner, mindestens
ein Eigenwert muss gleich Null sein).

o (n—1,1,0) bzw. (1,n — 1,0) sind hyperbolisch im Punkt x (alle Eigenwerte sind ungleich
Null und haben bis auf einen Eigenwert dasselbe Vorzeichen).

Bemerkung

Eine zur Definition13 dquivalente ist folgende.
Sei

Q(€17"'7£n) = Z Ajk(sc)fjgk

k=1
die formal zum Hauptteil (3.2) zugeordnete quadratische Form im Punkt 2 und

n

Q (M, ) = Y (@)} (3.3)

i=1

die durch die Hauptachsentransformation gewonnene Form. Dann wird der Typ («, 3, 7)
der Gleichung (3.1) im Punkt & durch die Anzahl der positiven, negativen und verschwin-
denden Koeffizienten \;(x) der Form (3.3) bestimmt.

Bemerkung

Der Typ kann im Gebiet Q2 wechseln. Die Gleichung (3.1) wird vom Typ («, 3,7) in €2 ge-
nannt, falls sie vom Typ («, 3,) fiir alle & € Q ist. Besitzt der Hauptteil konstante Koeffizi-
enten, dann ist (3.1) im R™ vom gleichen Typ.

Zweidimensionaler Fall
Im zweidimensionalen Fall, x = (z,y) = (21, z2), lautet (3.1):
a(x, y)uzz + 2b(z, y)ury + ¢(w, y)uyy + F(z,y,u, ug, Uy) =0. (3.4)

In diesem Fall ist die Typeinteilung besonders einfach.

Lemma 3 Sei D(z,y) = b*(z,y) — a(x,y)c(z,y). Die Differentialgleichung (3.4) ist im Punkt

(, y) fitr
<0 elliptisch
D(xz,y){ =0 parabolisch

>0 hyperbolisch.
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Beweis

Die Matrix des Hauptteils ist

Ihre Eigenwerte sind die Nullstellen A von

a— A b
det( b C_)\>:/\2—(a+c))\—D:O.
Nach dem Wurzelsatz von Vieta ist Ay A2 = —D. Daraus folgt die Behauptung. |
Beispiele

e Wir betrachten die Laplace Gleichung

" 9%u
Au = 8.13% = 07 T = (xlv 7xn)
=1
Da
1 0 0
A@)=a=| 0 1

: .0
0 - 0 1

ist, liegt eine elliptische Differentialgleichung im R" vor.

o Die Warmeleitungsgleichung

ou
N —a?Au=0, == (x1,...,T5_1,1)
mit a2 0 0
0 —a?
Alx)=A=
—a?
0 0

ist eine parabolische Differentialgleichung im R"™.

o Fir die Wellengleichung

2
ilt
g —a® 0 !
0 —a?
Alx) = A=
: —a®
0 1

Daher liegt eine hyperbolische Differentialgleichung im R™ vor.
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Definition 14 (Normalform) Eine Gestalt einer Differentialgleichung zweiter Ordnung mit ei-
nem linearen Hauptteil mit konstanten Koeffizienten und ohne gemischte Ableitungen heifst Nor-
malform.

Im Fall n = 2 gibt es globale Variablen-Transformationen in den Bereichen, in denen sich
der Typ nicht dndert, die zur Normalform fiihren. Liegen konstante Koeffizienten vor, dann
kann ebenfalls fiir mehr als zwei Variable durch eine Variablentransformation eine Normal-
form erhalten werden.

Definition 15 Eine Transformation T : R™ — R™ heifit zuldssig in ), wenn sie eindeutig, zweimal
differenzierbar ist und ihre Jakobische Funktionaldeterminante nicht verschwindet, d.h.:

T =y =y(z),
Oy Sy
oxq Oxp
detJ(T) = det £ 0.
Oyn Oyn
oxq Oxp

Satz 6 Der Typ der partiellen Differentialgleichung (3.1) dndert sich nicht bei einer zulissigen Va-
riablentransformation.

Beweis
Fiir einen festen Punkt @ kann A(z) in eine Diagonalform transformiert werden,
A(x)=A=HDH".

Durch die Zulédssigkeit der Transformation T'x = y ist eine lokale Auflosbarkeit nach x
gesichert:

z = a(y).
Sei u(x) = u(z(y)) = w(y). Dann gﬂt:

ow Jy;
8331 Z Oy Oz’

0w dy dyx Zaw %y,
81:18% 6y18yk 0x; 81:J dy, Oz;0z;"

Ersetzen der 2. Ableitungen in (3.1) fiihrt auf einen transformierten Hauptteil mit der Koef-
fizientenmatrix

A= A(y)=JAJT.
Damitist A= JHDH" J" = JHD(JH). [

Satz 7 Die lineare Dzﬁerentialgleichung mit konstanten Koeffizienten

Z ”a 833 +Zb -~ cu=0 (3.5)
J i

1,5
kann in

Apv+2év=0 im elliptischen Fall,
Dy — Vy,y, +Cv =0 im hyperbolischen Fall,
DNp_v—buy, +cv=0 im parabolischen Fall

transformiert werden.
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Beweis

Seien )\; die Eigenwerte der Matrix A und e; die enstprechenden Eigenvektoren, die die
Matrix H bilden. Mit y = H” z erhalten wir aus (3.5) fiir u(z) = w(y):

i AWy, y; + i I;Zwy +cw = 0.
i=1

i=1

Wir wollen )\; in 41 bzw. 0 iiberfiihren. Dazu setzen wir

C1 0 0
. 0 :
z=Cy, wobei C = _
0 Cn
ist, so dass z; = ¢;y; ist.
Fir
w(y) = w(z)
gilt:
AWy, y: = NiCi D, 2,
Mit .
ew fir \; >0,
C; = _1>\v fiir )\i<07
1 fir X\, =
folgt:
> etz + Y bithe, + b =0, (3.6)
i=1 i=1

wobei ¢; € {1,—1,0}.
Im Fall A\; = 0 kann ¢; beliebig gewahlt werden, hier wurde ¢; = 1 gesetzt. Um die ersten
Ableitungen zu eliminieren machen wir den Ansatz

(z) = eXk=1%%*ry(2) q beliebig.

D
a aw(z) — e ;:1 AR ZE @ + o
Gzi 822 ¢ ’
8212] " s 621) B'U
8722.2 = eZk:1 k=Zk <8le + 20(i azz + Oé?U) s
wird aus (3.6)

@2 k=1 Wk ngzm"'z 20igi + bi)v., + +Za i + aib)v ]:0.

i=1 =1

1. Elliptischer Fall: Alle ¢; haben das gleiche Vorzeichen. Setzen wir

bi
Qy = ——,

281‘
dann verschwinden die ersten Ableitungen.
2. Hyperbolischer Fall: Da ¢; # 0 fiir alle ¢ ist, liefert das obige Vorgehen ebenfalls die
Behauptung.
3. Parabolischer Fall: Seie, = 0,¢; # 0 fiiri = 1,...,n — 1. In diesem Fall bleibt nur eine
erste Ableitung erhalten. |
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Satz 8 (n=2) Es gibt zulissige Transformationen £ = &(x,y),n = n(z,y) (durch charakteristische
Kurven beschrieben), die Differentialgleichungen mit variablen Koeffizienten in folgende Normalfor-
men tiberfiihren:

Wee + Wy + G(E, M, W, we, w,, =0  imelliptischen Fall,
Wen ¢~5(£ 1w, We, ) = 0 } im hyperbolischen Fall,
Wee — Wnn + d)(ga 1, W, We, wn =0
wee + G(E,m, w, we,wy) =0 im parabolischen Fall.

Beweis
Sei u(z, y) = w(&, n). Die Differentialgleichung

2 2 2

0°u 8 U 0°u

ox 9.2

wird nach der Variablentransformation folgende Gestalt haben

92w 92 ~ 2w -
(§ 77) 852 (fa )aga C(ga 77)87’172 + ¢(waw£7wn7§7n) = 03
wobei
A€m) = Az, )& +2B(x,y)&E, + Clz,9)Er,
BEn) = A, y)n.ts + B(x,y) [y + &l + C(z,y)Eyny,
C(&n) = Alz,y)mi+2B(z,y)nny, + Clz,y)n;
sind.

Setzen wir voraus, dass A # 0 ist, so gilt:

A = A(f ngy)(f - ,U2§y) (3.7)
C = Az — pany) (e — pamny), (3.8)
mit
—-B++vB2 - AC —B—+v/B2 - AC
pr = pa(x,y) = A s 2 = pa(r,y) = A :
Hyperbolischer Fall

Esist B — AC > 0 und iy, yo sind reelle Funktionen. Unser Ziel ist £ = £(x,y),n = n(z,y)
so zu bestimmen, dass A = C' = 0 ist. Wir setzen

§o —m(x,y)§y = 0,
ne — p2(z,y)ny, = 0.

Dies sind zwei partielle Differentialgleichungen 1. Ordnung zur Bestimmung von ¢ und 7.
Die charakteristischen Kurven werden durch die gewdohnlichen Differentialgleichungen

% = _.UJl(x7y)’ (39)
W~ ey (3.10)

dzx
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beschrieben (wihle in (2.4) z = 7 als Parameter). Auf C = (z,y(x)) sind die Losungen
&(z,y) = const = Cy bzw.

n(x,y) = const = Cs. Die in den Losungen von (3.9) bzw. (3.10) auftretenden Konstanten
C1 bzw. C5 sind daher als Funktionen von z und y ausdriickbar. Dies fiihrt zu

Qngn + q;(w7 We , Wy, 57 77) =0.

Durch nochmalige Transformation

E=S20 5=t (g=Eran=E-1)
erhalten wir
AGa) = 2BEmicd, = 3BEn),
B(En) = B )i +Eiie) =0,
CEi) = 2BEn)ic, =~y BE )

Nach Division durch A(€,#) folgt fiir w(€,7) = w(&,n)

o o - .
8—52—8—772+¢(w,w5,w;,)20.

Parabolischer Fall

Wir bestimmen ¢ und 7 so, dass C = B = 0 ist. Da AC — B2 = 0, folgt 1 = po = —%,
vorausgesetzt A # 0. Weiterhin ist:

C = A(nz — pany)® =0,
falls
Nz — pany = 0.

Daraus erhalten wir 7(z,y) = ¢; und setzen (willkirlich!) £(x,y) = . Fiir B muss bei jeder
zuldssigen Transformation gelten AC — B? = 0. Eine zuléssige Transformation liegt vor,
wenn gilt:

& l=lo b [=meo
Da
A&, m) = Az, y) und A(z,y) # 0
folgt:

Pw -
6—52 + o(w, we, wy) = 0.
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Elliptischer Fall

Unser Ziel ist, £ und 7 so zu bestimmen, dass B=0und A = C sind. Da B2 — AC < 0 ist,
wird 1 komplex sein und p2 = 7i7. Die Gleichungen

A= A& — m&) (& — &) = Alne — many) (e — i) = C
sind erfiillt, falls
o — &y = —i(ne — pamy) (3.11)
ist; man beachte:
o — P1&y = i(n2 — Fa1y)-
Aus (3.11) folgt mit

_ —B+iVAC=B? - _ —B—iV/AC—B?
M1 = y M1 = ——x

R — ;
Aéy + B¢, = —VAC — B?p,, An, + Bn, = VAC — B%,

und schlieglich B = 0. Die Beziehung (3.11) konnen wir als komplexe Differentialgleichung
schreiben

Eo +inge — pa(§y +iny) =0,

ov ov )
%_Mla_y_oa U—§+177—U(xay)~

Dies fiihrt auf eine komplexe charakteristische Differentialgleichung

dy _

dx —H

und auf eine komplexe Losung
v(z,y(x)) = const.
Als neue Koordinaten wihlen wir

&(x,y) = Rew(z,y) = const,
n(z,y) = Imo(z,y) = const.

Dies ist eine zuldssige Transformation, da

g:r N 1 A
=" A#0
Sy My VAC — B2 7

Beispiele
1. Wir betrachten die Differentialgleichung

9%u 0%u 0%u

FU o TU L ,TU
Ox? 8w8y+ 0y? 0

Da AC — B? =2 — 1 > 0, liegt eine elliptische Differentialgleichung vor.

Mit py = — &5 + iivAa_BQ = 1 + i lautet die charakteristische Differentialgleichung:

dy
L= 1
dx ‘
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Deren Losung ist y = —x — iz + const, was zu

y+x + iz = const = v(x,y),
§(e,y) =y +u,
n(z,y) =x

fiihrt. Damit wird A = C = 1 und w = w(€, n) = u(z, y) geniigt der Laplacegleichung

o ot _,
o2 " oz

2. Wir betrachten die Differentialgleichung

Pu_ Pu O o ou
Ox2 Oxdy Oy? Ox oy
Da AC — B? = 3 — 4 = —1 < 0 ist, liegt eine hyperbolische Differentialgleichung vor.

Mit py 2 = =BV B -AC VABLAC = 2 £ 1 erhalten wir die charakteristischen Differentialglei-
chungen

dy

= -3
dz ’
dy

Y _ 4
dz ’

woraus y + 3z = ¢1,y + = = ¢, folgt. Die neuen Koordinaten sind damit

£ = y+3z,
= y+uox

Nach der Variablensubstitution wird

A=C=0, 2B=-4
und schliefilich fiir
w=w(&,n) =u(z,y),
—4wey, + 4w, =0,
bzw.

0 0
o (8_5 - 1) w(&,m) = 0.

a—n(egf(n)) = 0,
w(&n) = F(net+H(),
u(z,y) F(y + )’ + H(y + 3x),

wobei H und F beliebige differenzierbare Funktionen sind.
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3.2 Die Fouriermethode

1822 hat Jean Baptiste Joseph de Fourier (1768-1830) das Buch Théorie analytique du la chaleur
verdffentlicht. Darin wird eine Methode zur Behandlung von Rand-Anfangswertproblemen
vorgeschlagen, die auf einem Separationsansatz beruht und die Losung in Form von Reihen
(Fourierreihen) darstellt. Die Entwicklung der Losung in eine Reihe wird nach einem ortho-
gonalen System von Eigenfunktionen eines elliptischen Randwertproblems vorgenommen.
Deren Koeffizienten sind zeitabhéngig und realisieren die Anfangsdaten.

Wesentlich ist dabei, dass die Konvergenz der Reihe gesichert ist, und dass diese eine
Losung des Ausgangsproblems darstellt. Wir beginnen, Randwertprobleme fiir die Laplace
Gleichung mit dieser Methode zu l16sen.

3.2.1 Randwertprobleme fiir die Laplace Gleichung

Wir betrachten zunéchst Randwertprobleme fiir die Laplace Gleichung im Kreis.
Gesucht ist eine Funktion @(x) = 4(z1, x2), welche in einem Kreis

Bro(0) = {(x1,22) € R?: /a2 + 23 =1 < 1o}

der Laplace-Gleichung gentigt und auf dem Rand vorgegebene Werte annimmt.

. 0%*u 0% .
At = a—x% 8—37% = 0 fur (Il,SCQ) € B’I"()(O), (312)
@ = ¢ auf 9Bro(0) (Dirichlet Problem), (3.13)
S—Z = go auf OBry(0) (Neumann Problem). (3.14)

Wir schreiben dieses Randwertproblem in Polarkoordinaten:
Gesucht ist eine Funktion v = u(r, ¢) = @(z1, z2), so dass gilt:

0%u  10u 1 9%u

AUZW_F;E_FT?W = 0 fuI'T‘<T’0, (315)
u(r,¢) = gi(¢)  furr=r, (3.16)

o
5.(n0) = @) farr=r. (3.17)

Satz 9 Seien g1 und go 2m-periodische Funktionen aus Lo(0,2m), deren Fourierreihen bzgl. des
orthonormierten trigonometrischen Funktionssystems punktweise g, bzw. g darstellen. Dann ist

2m ©  n
ions) =u(r0) = o [0i0) 1423 5 cosnl —¢>] W G

0

2

n=1 0
1 rg —r?
_ b 1
27 9 (¥) (7"3 + 72 — 2rgr cos(h) — ¢)> dv (3-19)
0
11 _ g — =]
= / g (y)w doy (3.20)

die eindeutig bestimmte Losung des Dirichlet Problems. Hierbei ist y = (y1,y2).
Gilt fiir g, die Losbarkeitsbedingung

21
/ g2(6)dé = 0,
0
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dann ist )
o a0) =u(rng) = O+ /gz(w F_:l # cosn(t) - ¢>>] du
2 1
_ o4
= C+ T 0/92(1/))111 ([?"(2) + 72 — 2ror cos(¢p — ¢)]%> dip
1 = 1
|y|:T0

die bis auf eine Konstante eindeutig bestimmte Losung des Neumann Problems. Die Formel (3.20)
heif$t Poissonformel, (3.21) heifit Dinische Formel.

Bemerkung
Die folgende Dirichlet Bedingung sichert die punktweise Konvergenz der Fourierreihe ei-
ner Funktion f € Ly(0,27).

(a) Léasst sich der Definitionsbereich von f in endlich viele Intervalle zerlegen, in denen

die Funktion stetig und monoton ist,

(b) die Grenzwerte f(xz + 0), f(x — 0) existieren,

dann konvergiert die Fourierreihe von f punktweise in den Stetigkeitsstellen und an den

Unstetigkeitsstellen zum Grenzwert [et0OF-0) Eine Verschirfung wire die Bedingung:

Ist f stetig und f’ stiickweise stetig im Intervall [0, 27], dann konvergiert ihre Fourierreihe
punktweise.

Beweis des Satzes 9
1. Schritt: Separationsansatz
Wir suchen Losungen u in der Form
u(r, ¢) = R(r)®(¢).

Durch Einsetzen in die Differentialgleichung erhalten wir
1 1
(R (r) + R (r)]@() + 5 R(1)®" (6) = 0.

Dies fiithrt zu
r?R"(r) + rR'(r) _ _<I>”(¢)
R(r) )

wobei ) eine beliebige Konstante ist.
Damit ergeben sich folgende gewohnliche Differentialgleichungen:

:)\,

r?R"(r) +rR'(r) — AR(r) = 0, (3.22)
" (p) + AB(¢) =0 (3.23)

mit den Randbedingungen

R(ro)®(¢) = ¢1(¢) (Dirichlet Problem), (3.24)
R'(r0)®(¢) = g2(¢) (Neumann Problem). (3.25)
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Die gewohnliche Differentialgleichung (3.23) hat die Losungen

®y(¢) = Axcoshv/—A$ + Bysinhv/—A¢ fiir A <0,
®x(¢) = AxcosVAp + Bysin Vg fiir A > 0,
Do(p) = Ao+ Bod fiir A = 0.

Die Randbedingungen (3.24) bzw. (3.25) fordern eine 27-Periodizitdt von ®(¢), was zur
Parameterwahl A > 0,vV\ = n,n = 0,1,2,... fithrt. Damit erhalten wir eine abzihlbare
Menge von moglichen Lésungen der Form

®,(¢) = A, cosng + By sinng, n=0,1,....
Die Eulersche Differentialgleichung (3.22) besitzt dann die Losungen

Ro(r) = c19 + coolnr firn=0
"N egpr™ +cgpr™ ™ fiir n > 0.

Da R, (r) im Nullpunkt beschrankt sein soll (inneres Dirichlet bzw. Neumann Problem)
folgt cop = c4p, = 0 fiir alle n > 1. Die Losungen des Ausgangsproblems lauten daher:

uo(r, @) = Ro(r)@o(¢) = Cido =3, (3.26)
Un(r, @) = Ry(r)®,(¢) = (c3nAncosng + czn By sinng)r”,
= (ancosng + b, sinng)r", (3.27)

wobei ag, a,, by, beliebige Konstanten sind.

2. Schritt: Konstruktion der Losung in Form einer Fourierreihe

Durch Superposition der Losungen (3.26), (3.27) erhalten wir eine formale Reihe

(oo} oo
a ) n
u(r, ¢) = go un(r,9) = 5 + ;wn €08 )+ by sin n)r (3.28)
mit unbestimmten Koeffizienten ag, a1, ..., b1, be, ... . Diese Koeffizienten werden jetzt so be-

stimmt, dass die Randbedingungen erfiillt werden.

Dirichlet Problem

Da ¢1(¢) punktweise in eine Fourierreihe entwickelbar ist, und u(r¢, ¢) = ¢1(¢) sein soll,
erhalten wir die Relation

u(ro,9) = 5+ (ancosng +bysinnd)ry = g1(6)

n=1

= % + ;(an cosng + By, sinng)

mit
o
o, = l/gl(w) cosnypdy firn=0,1,2,..., (3.29)
" 0
27
Bn = %/gl(z/)) sinnypdy furn=1,2,.... (3.30)

0
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Es folgt, dass
Qp Bn .
ap = Qp, Gn = —-, n = —, Ist
o To
Dies fiihrt zur formalen Darstellung der Losung
ao e} r n
u(r, @) = 5 + ;(an cosng + By, sinng) (E) . (3.31)

Wir tiberlegen, ob die Reihe (3.31) fiir r < 7y konvergiert und dort gentigend oft gliedweise
differenziert werden kann. Da

27 27 %
1 1
lon| = ;/91(1/1) cosnypdyp| < H91||L2(0,27r); </|cosm/;|2d1/1)
0 0
1
< \\91||L2(o,2w);\/% <91l (0,27

und (8| < [|91]|£,(0,2x) sind, erhalten wir
o0 r N
Ju(r, ¢)| < CZ(E) :
n=0

Damit stellt (3.31) fiir festes ¢ eine konvergente Potenzreihe fiir r < ry dar, die gliedwei-
se nach r differenziert werden kann. Fiir festes »r < ry kann ebenfalls gliedweise nach ¢
differenziert werden, da die k-ten Ableitungen der Reihenelemente

k T

0 . r " r n n
W(an cosng + Bn Slnn¢) (%) < nk(|an| + |ﬁn‘) (%) < 2”91”L2(0,2ﬂ)nk (E)
nach dem Wurzelkriterium

lim "nk<i> -1
n—0o0 ’I"O ’I"O
eine gleichméaflig konvergente Reihe bilden. Wegen der punktweisen Konvergenz der Fou-

rierreihe fiir r = 7o werden die Randdaten im klassischen Sinn angenommen, genauer gilt
nach dem Satz von Abel ([8, S.182])

li = 1i R i R
dim u(r,¢) = lim En En Jim 91()
fiir festes ¢.

3. Schritt: Geschlossene Darstellung der Losung

Sei r < 7g. Setzen wir die Fourierkoeffizienten (3.29) und (3.30) in (3.31) ein, erhalten wir

27 00 27
u(r,¢) = %/91(1/))d1/1+z (717 {/gl(w) cos n dw] cosne
n=1

0 0

2m
+% [/ g1 () sinnap dz/J] sin ngf)) <%> . (3.32)
0

Nach dem Satz von Lebesgue ist die Reihenfolge von Summation und Integration fiir r < rg
vertauschbar und wir erhalten
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27

u(r,¢) = */91 )dy + — Z <7“0> / ¥)[cos ng cos n + sinng sin ny|dy

nl

2m

_ 21770/ 1+QZ( >cosn1/1 8)) dib.

Da 2 cosnz = e 4 ¢~ ist, gilt:

T ei(v—9) o e—i(h—9)
70 70
a@) |1+ 1 — T ei(¥—0) + 1 — Le—i(¥—9) dy
70 To

_ 1 r% —r2
T oon /91(1/1) {r% — 2rgrcos(p — ¢) + 7"2} a9
0

4. Schritt: Eindeutigkeit
Die Losung des Dirichlet Problems

2 2
To—T

2m
1
U(T’, ¢) — { 2w ‘({\gl(w) rg—2r01’cos(w—¢)+r2
91(¢) furr=ro

dyp  far r <rg,

ist eindeutig.

Sei v = uy —ug, wobei uy, us € C3(Q)NC(Q) bzw. ug, uz € W2(Q2) Losungen des Dirichlet
Problems sind. Dann ist

/Avvdm:—/Vv Vvdw—i—/—vdv— /|V1}|2da::07
Q Q

dh. Vo =0in Q f.ii. und v = const in Q. Dav € C1(Q) bzw. v € C(Q) und v = 0 auf O ist,
muss v = 0 in ) sein.

Neumann Problem
Wir betrachten die formale Reihe (3.28) und beachten, dass folgende Relation gelten soll:

8u(7“07 (b) = 1 n—1
5 = nzz:l(ann cos ng + b,nsinng)rg

= % + ; (o, cosng + By, sinng) = ga(@).

Unter Berticksichtigung der Voraussetzung
27
1
ap = ;/92(¢)d¢= 0
0

erhalten wir
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1 1
ao=C, ap=a,——, by=p0—— firn>1
nry 0
Damit muss (3.28) die Form haben
u(r,¢) =C+ ; <anrll(cos W)r(:;%l + ﬂn% sin nd)rgl) ) (3.33)

Analog zur Konvergenzdiskussion der Reihe (3.31), (setze = = 79 ( >n) erhalten wir,

dass (3.33) fiir r < ry gliedweise nach r bzw. ¢ dlfferen21ert werden darf. Fiir r = rg gilt
wegen der punktweisen Konvergenz von gs(¢) fiir festes ¢

ou . > r n—1 . r n—1
rlinrlo or (r,9) Tlingo Z <ozn cosne (r_()) + B, sinng (T—o) )

n=1
D dim - = ga(0).
el r—T0

Einsetzen der Darstellung der Fourierkoeffizienten von gz (¢) in (3.33) liefert
2m

=C+ Z —s / 2(1) [cos ng cos nyp + sin ng sin nip| di.

n=1 0

Durch Anderung der Reihenfolge der Integration und Summation fiihrt dies analog zum
Dirichlet Problem zur Darstellung

2w
_ oy ()1 _
u(r,¢) = C+- / gQ(w);(TO) —cosn(y) — ¢)di
27 00 1 n
— 0 . in(h=9¢) | ,—in(—¢)
c+2ﬂ/92<w>21n(r0) (€0~ 4 =)
0 n=
Nun ist z| < 1. Fir r < rg folgt die Dini Formel (beachte
n= 1 n g

Of g2()dip = 0Y)

27
1 1
u(r,(b) = 2_0/ [ < T 1(1/; ¢)> +ln<1_TLe—i(’¢' ¢)>] dw
0 0
0 7 T(% d
c+ g2 [0 (gt —arre) |
0
° 1
_0
T o/ <\/r0 — 21T cos(i) — @) +r2> -
Bemerkungen

e Dirichlet Problem in der Kugel
Durch Einfiihren von Kugelkoordinaten und einen Separationsansatz

u(r, ¢,0) = R(r)Y (¢,0)
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erhdlt man eine Eulersche Differentialgleichung zur Bestimmung von R(r) und ei-
ne partielle Differentialgleichung zur Bestimmung der Kugelfunktionen Y (¢, #). Die
letztere kann wiederum separiert werden. Die Poissonformel zur Losung des Dirich-
let Problems lautet in Kugelkoordinaten:

2m
ro(rg —r?)sin @’

1
u(r,¢,0) = — 0, ¢' 7do'dd/
(r,6,6) 4m 0/0/91( (b)(r? —2rrgcosy +13)2 ¢

mit cosy’ = cosfcosh’ + sinfsind cos(¢p — ¢’). In kartesischen Koordinaten =
(x1,22,23),y = (Y1, Y2, y3) lautet die Poisson-Formel:

11 rg — |x?|.
we) = g [ By, (3:34)
[Y|=ro

Greensche Funktionen

Die Formeln (3.20),(3.21) und (3.34) lassen die Vermutung aufkommen, dass die Losung
des Dirichlet Problems (bzw. des Neumann Problems) mit Hilfe einer Funktion von
zwei Variablen auch in allgemeineren Gebieten beschrieben werden kann:

u(x) = _/gl(y)wdoy Dirichlet Problem,
3ny
Q
u(x) = /gg(y)GN(w,y)day Neumann Problem.
oQ

Die Funktionen Gp = Gp(x,y) bzw. Gy = Gy (x,y) heiflen Greensche Funktionen.
Fiir den Kreis ist [17, Seite 200]

1 1 7o oy
- —Inlz— —In| —lz—-—3
Gp(z,y) o nlz —y| + o <|y ’ lyl?
= Es(x,y) — hpa(z,y).
Fiir die Kugel ist
1 1 1 roly|

- EB(may) —hD,g(CE,y).

Es(z,y) bzw. E3(x,y) sind die Fundamentallgsungen des zwei- bzw. dreidimensio-
nalen Laplace-Operators, d.h.

—AgEi(x,y) =6z —y), i=23.
Die Funktionen hp ;(z, y) sind harmonische Funktionen, so dass

—AgGp(x,y) = d(x—y) firzeQye,
Gp(z,y) = 0 furxzedQ,ye.

Weitere Ausfiithrungen zu Greenschen Formeln sind z.B. in [17, S. 192-202] und
[19, S. 318-330] zu finden.

Inhomogene Gleichungen
Seiu € C?(2) N C(Q) eine Lésung des Randwertproblems

—Au = f in§,
u = g auf .
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Dann hat v die Gestalt

/GD x,y)f /m(zﬁ%ﬁwd Y-

e Maximumprinzip
Es sei 2 C R" ein zusammenhéngendes beschranktes Gebiet, Au > 0 bzw. Au < 0
und u € C%(Q) N C(Q). Wenn u in einem inneren Punkt von ) ihr Maximum (oder
Minimum) annimmt, so ist u(z) = const.
Harmonische Funktionen nehmen daher ihr Maximum bzw. Minimum auf dem Rand
des Gebietes an. Daraus folgt wiederum die Eindeutigkeit der Losung des Dirichlet
Problem:s.

3.2.2 Rand- Anfangswertproblem fiir die Warmeleitungsgleichung

Wir betrachten als Modellfall das Dirichlet Anfangswertproblem fiir die Warmeleitungs-
gleichung in einem Stab der Lédnge . Gesucht ist die Temperatur, bzw. Teilchenkonzentrati-
on u = u(x,t), so dass

ou(z,t)  a?0?u(z,t)

flz,t) fur 0<zx <, t>0,

ot Ox?
u(0,t) = u(l,t) = 0 fur t >0,
w(z,0) = wo(x) fur 0<z <L (3.35)
Satz 10 Sei f(x,t) € C%1([0,1]x[0,T7), d.h. bzgl. x stetig in [0, ] und bzgl. t stetig differenzierbar

in [0,T); es sei Xy(z) = \/?sm(/\kx) A = E5 k =1,2, ... Wir nehmen an, dass gilt

Ft) =Y ) Xl), Z—{(aw = > %)
k=1 k=1

und

o0

Ml <> &< lgm)|<C Vtel0,T], k=1.2,...
k=1

k=1

Weiterhin sei ug(z) = >y BrXk(x) und 3"~ |Bx| < co. Dann ist

t
D) )
U(J?,t) = \/; E ln)\kl‘ (ﬁke_az)\it —‘,—/ck(T)e_az)‘i(t_T)dT)
k=1 5

= (O/l (2, )uo(€ d§+0/t0/lGx§t (g,T)dng)

ﬂk-=0/l o(x)Xk(z), ck O/Ifa:er

aus C%1([0,1] x (0, T])NC([0,1] x [0, T)) eine Lésung des Problems (3.35). Hierbei ist G(z,&,t) =
Yohey e X (6) X ().

mit
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Bemerkung

Die Bedingung 3°7° | |ex(t)] < S5, &, < C ist erfillt, falls 2L (x,¢) einer Dirichletschen
Bedingung beziiglich « geniigt [16, S. 417]. Ebenso ist Y pe, |k < oo, falls 2% einer Di-
richletschen Bedingung gentigt.

Beweis von Satz 10

1. Separationsansatz
Wir suchen Losungen der Form u(z,t) = X(z)T(¢). Dies fithrt zum Rand-Anfangswert-
problem

OT(t)

IO X (@)~ a2TX" (@) = fla0)
Tt)X(0) = 0,
THx) = 0,
T0)X(x) = wug(x).

Die grundlegende Idee ist, ein Rand-Eigenwertproblem zu betrachten, das gestattet, X" (x)
durch ein Vielfaches von X (z) zu ersetzen und das die Annahme der Randbedingungen
garantiert:

X"(x) + N2 X(z) = 0, (3.36)
X(0) = X(I)=o. (3.37)
Die zu den Eigenwerten A, = % k = 1,2, ... gehorigen Eigenfunktionen

Xi(z) = \/? sin Aiz liefern einim L4 (0, I) orthonormiertes Funktionensystem. Das Problem

(3.36), (3.37) wird auch Sturm-Liouvillesches Rand-Eigenwertproblem genannt.
Wir betrachten die Reihe u(z,t) = Y 7o | Xi(x)Tk(t) wobei die Funktionen T} (¢) so zu be-
stimmen sind, dass formal (Summation und Ableitung werden vertauscht)

u 2U s
S -t = Y (T - @ xonw) - e, 639

ot Ox2 P ot
kiTk(O)Xk(w) = (). (3.39)
ist. Da (3.36) gﬂt:rhalten wir
ki (ZHD 4 i 00) Xuto) = f2.0), (3.40)
=
kf:l T3:(0) Xy (x) = uo (), (3.41)

was nach den Voraussetzungen tiber f und uo sinnvoll ist. Multiplizieren wir (3.40) und
(3.41) mit X,,(z) und integrieren tiber dem Intervall (0, ), dann ergibt sich wegen der Or-
thonormiertheit

AT, (t)

22T (1) =
pra (t)

Tn(0) =
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Die Losungen dieses Anfangswertproblems sind
t
T (t) = et | B, + /cm(r)eazAfnT dr
0

Damit wird
¢

u(z,t) = ZXm)Tk(t):\lesmkme”it Br + / ci(r)e” M Tdr
k=1 k=1

0
t

2 oo
\/;Zsin)\kx ﬁke*“%\it+/ck(7)e*“2)‘i(t77)d7 . (3.42)
k=1

0

2. Schritt: Konvergenzuntersuchungen

a) Die Reihe (3.42) konvergiert gleichmiBig fiir ¢t € [0,7],z € [0,!]. Wir schitzen den
Koeffizienten vor Xy (x) ab:

t t
ﬁke—aZ)\it_i_/ck(T)e_a?)\i(t—T)dT < |ﬁk|+/|C}€(7’)|6_a2/\i(t_7—)d7
0

0
t
5 [ —a?i(t-T) g 51—
<|Bp|+C [ e dr = |Bx| + C
0

e—aALt c
e va < |Be| + Ve

Damit ist eine konvergente Majorante gefunden worden und (3.42) konvergiert abso-
lut und gleichmi8ig. Es ist u(z, t) € C([0,1] x [0,T]).

b) Wir zeigen, dass die nach ¢ gliedweise differenzierte Reihe fiir « € [0,1],¢ € [, T,
e > 0 gleichméfiig konvergiert. Die nach ¢ gliedweise differenzierte Reihe lautet (oh-

ne Faktor \/? ):

t

oo
D sinhew |a?\ e b en(t) — a2A} [ e ey (r)dr
k=1 0

Nach partieller Integration erhalten wir

oo 2)\2 g
> siner | —a®\f e S [ o0 (ryar 4 o)
A=Ak

k=1 s

Wir schitzen den Koeffizienten vor sin A,z ab:

t
|—a2Aiﬁke_a2Ait + ck(O)e_az’\it + /cﬁc(T)e_“z)‘i(t_T)dﬂ
0

t
< ‘ﬁk|a2)\i@_a2/\is + ‘Ck(O)‘e_GZAig + C/e—azAi(t—T)dT
0

C

1 1
< —_ — ——it
< 1606l +1ex(O)| 5 + 2z
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Damit haben wir eine Majorante gefunden und die gleichméflige Konvergenz ist ge-
sichert. Hierbei haben wir genutzt, dass
e’ > fiir x > 0 ist.

Es folgt, dass
e ® <z lund ze™® <1 fir z = a®\e ist.

c) Wir betrachten die nach » zweimal gliedweise differenzierte Reihe im Punkt
(z,t) €[0,1] x [£,T],e > 0
[e'e] t
Y Absin Bre~ @Mt 4 /Ck(T)e_az)\i(t_T)dT
=1 0

Wir schitzen den Koeffizienten vor sin A,z ab:
t

Aiﬁke_azkit + A2 ck(T)e_GQ)‘i(t_T)dT

(e}

t

t

1 —)\% 2,2 1 2,2

- — L (t—T7) & —atXi(t—T7)

< |ﬁk|€a2 + a2>\% /e a Ak Ck(T>dT+ (126 a2} Ck(T)
0

0

Ck (0> e—aQ)\it
a2

t
L C [ e 1
§|ﬁk|€a2+§/€a k dr + ;Ck(t)‘f’
0

1

cC 1 |
a?Xie’

1, . 1
;W + E|Ck| + ;\Ck(o)

1
ga

Daraus folgt die gleichméfiige Konvergenz.

3. Schritt: Greensche Funktion

Wir setzen in die Reihenentwicklung (3.42) die Fourierkoeffizienten ein.
Fir ¢ € [0, T ist die Reihenfolge von Summation und Integration vertauschbar:

l t 1l
2 o 2,2 242
u(z,t) = \/725“1/\% (6“ M8 g (€)X (€)dE + J& ) Xp(§)e™* A’“(tT)dﬁdT)

l oo
- / > e~ TN X, (€) X () uo (€) dE
0 k=1

l

+//(Z¥ﬂ“mqwu&&w0fmﬂ%m

0 0
l

l t
::/b@@0w®%+/ Gla,6.t — 7)f(€, 7)dédr
0 0 0

wobei gilt:

oo

Gla, &) = Y e MEXL(€) Xi ().

k=1

G(x,&,t) heifit auch in diesem Fall Greensche Funktion fiir die Warmeleitungsgleichung
mit Dirichlet Randbedingungen.
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Bemerkungen

¢ Inhomogene Randbedingungen

Wir betrachten das Problem

ou 5 0%u

ot “ o2 T
u(0,t) =
u(l,t) =
u(z,0)

flz,1),
1(t)7
2(t)

(

o(z),

e

e

)

I
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(3.43)

(3.44)
(3.45)
(3.46)

wobei u4(t) und us(t) nach ¢ gentigend oft differenzierbar sind. Sei v = v(z,t) eine
neue unbekannte Funktion mit

v(@,t) = u(z,t) = (ua () + %[W(t) —w (1))

v(x,t) gentigt den homogenen Randbedingungen.

Weiterhin ist

ov

ot
0%v
ox?
v(z,0)

v(0,t) =

v(l,t) =
ou T
- (uy (t) + 7
7
oz?’

u(0,t) —uq(t) =0,
0

u(,0) = (un (0) + 7 [u2(0) s (0)]).

Damit lautet das Rand-Anfangswertproblem fiir v:

o a0
at ¢ a2
v(0,t)
v(l,t)
v(0, x)

fla,t) — (uy(t) +
0,
0,
ug(z) — (u1(0) +

X

X

l

Tlua(t) —ur (1)) = Fa,1),

[u2(0) — u1(0)] = vo(2).

Falls F und vy den Voraussetzungen des Satzes 10 geniigen, dann existiert eine klas-

sische Losung.

Qr =

Maximumprinzip

Es sei
Qr
Qr

{(z,t):0<z<l, 0<t< T},
{(z,t): 0< <, 0<t<T},
{(z,t): 0<z<l, 0<t<T}.

Sei u(z,t) € C(Qy) N C*>'(Qr) und geniige in Q7 der homogenen Wirmeleitungs-

gleichung

ou 0%

FrT

Dann nimmt die Funktion u(z, t) im abgeschlossenen Gebiet Q) - sowohl ihren grofiten
als auch kleinsten Wert auf Q, \ Qr an.
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Abbildung 3.1: Das Gebiet Q\Qr

¢ Eindeutigkeit
Das gemischte Problem (3.43) bis (3.46) besitzt in der Klasse
C([0,1] x [0,T]) N C%((0,1) x (0,T]) hochstens eine Losung.

Beweis
Angenommen, es gdbe zwei Losungen u; und us. Die Differenz w = u; —us nimmt ih-
ren grofiten und kleinsten Wert auf Q1 \ Qr an. Dortistw = 0 aufgrund der Anfangs-
und Randbedingungen. Es folgt aus dem Maximumsprinzip, dass w = 0 in Q1 ist.

|

e Mehrere Raumdimensionen
In diesem Fall lautet das Rand-Anfangswertproblem fiir die Warmeleitungsgleichung

% —a’Au=f in Qx (0,00),
u(x,0) = up(x) fir x € Q,

u(z,t) =0 fiir (z,t) € 92 x (0,00).

Das entsprechende Rand-Eigenwertproblem lautet:
Finde Funktionen X (x), so dass gilt:
AX+XNX = 0 inQ,
X 0 auf 09Q.

e Andere Randbedingungen
Sind andere Randbedingungen an den Intervallenden gegeben, dann ist das Rand-
Eigenwertproblem (3.36), (3.37) entsprechend zu modifizieren. Die dadurch berech-
neten Eigenwerte \;, und Eigenfunktionen X, sind im Fourierverfahren analog ein-
zusetzen.

3.2.3 Rand-Anfangswertproblem fiir die Wellengleichung

Wir betrachten auch in diesem Fall ein raumlich-eindimensionales Modellproblem fiir eine
eingespannte schwingende Saite:

flz,t) fur 0 <z <t >0,
0 fir ¢ > 0,

2
Uty — A" Ugy

u(l,t) = u(0,t)

u(z,0) = wo(x) fur 0<x <1,
%(%0) = w(z) fir0<z<I.

Das Vorgehen ist dhnlich wie bei der Warmeleitungsgleichung. Zunéchst wird eine Se-
paration der Variablen vorgenommen. Dazu betrachten wir das Rand-Eigenwertproblem
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(3.36),(3.37) und stellen die Losung dar als

u(z,t) =

]
k=1

X ()T (t).

Hierbei ist X (x) = \/? sin Az und die Funktionen T} (¢) sind so zu bestimmen, dass

0%u 282u _ =, /92Ty, 9 _
proR i ; ( 52 k(7)) —a” X (x)Tk(t)> = f(x,1),
> Ti(0)Xk(z) = uo(z),
k=1
T;,(0) Xk(2) = ui ()

Setzen wir voraus, dass f,ug und u; in

entsprechende Fourierreihen entwickelbar sind,

fuhrt dies zu folgendem Anfangswertproblem

T} + a® X2 T (1)
T3(0)
T(0)

wobei

ck(t)

Br

&93

fir t > 0,

ck(t)
B

ap,

[, ) X () da,

wo(x) X (z)dz,

up (z) Xy (z)dz

S O O~ _

die entsprechenden Fourierkoeffizienten sind. Die Losungen T}, haben die Gestalt

T (t)

¢
1
% sin Apat + B cos Agat + e /Ck(T) sinaAy(t —7)dr.
0

Die formale Losung lautet:

oo 2 0o . o .
u(z,t) = ZXk(;v)Tk(t) = \/;Zsm AR Ll_;k sin Apat + By, cos Apat
k=1 k=1 '
t

/Ck(T)SiIl al,(t — T)dT] .

0

(l)\k

Sind ug, u; und f gentigend glatt, dann ist die formale Losung auch klassische Losung, d.h.

u(z,t) € C*2((0,1),(0,7)) N C**([0,1],[0,77).
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Bemerkung

Es gibt hochstens eine klassische Losung. Fiir die Wellengleichung gilt das Maximum Prin-
zip nicht, und der Beweis erfolgt mit Hilfe der Energiemethode. Wir nehmen an, es gébe
zwei Losungen u; und us. Die Differenz w = u; — ug gentigt dem homogenen Problem:

Wy —@PWey =0 in O0<z <, t>0,
w(0,t) =w(l,t) =0 far ¢ >0,
w(z,0) =0 fiur 0 <z <,
9w (z,0)=0 fir 0<z <l

Wir fiihren die Energie ein

l
1
E(t) = 3 /[(wt)2 + a?(wy)?)dz, 0<t.
0
Es ist
dE(t) 1[0 !
ABW 1 [[2 e 20 2
dt o 2/[(%(71&) +a T (wy) ] /wtwtt—i—a WeWet) d
0 0
l
= /wt('wtt - azwm)dx—kcﬂwzwt‘é,
0
Da
wt(l,t) = }]3_)0 w(l’t—i_h})L_w(lat) -0,
wt(O,t) = ,ILLO w(oﬁt+hf)L—w(O,t) _o
fur ¢ > 0 ist, folgt
dE /
t
di ) = /wt(wtt — a*wyy)dr = 0.

0
Damit ist E(t) = const und
!
/ (w?(z,0)dx + a*w?(x,0))dx
0

E(t) =

N)I)—l

1
= %QQ/wz(z,O)d:c = %az (/wm(ﬂf,O)w(x,O)+w(z,0)wz(x,0)|é) =0.
0

0
Aus diesem Energieerhaltungsprinzip folgt, dass
l

/w( t) + a*w?(z,t)dx =0

0

E(t) =

|~

fiir t > 0 ist und
we(z,t) = wy(x,t) = 0.

Daher ist w = const. Die homogenen Randbedingungen (bzw. Anfangsbedingungen) lie-
fern w = 0.



Kapitel 4

Schwache Losungen

Wie wir im dritten Kapitel festgestellt haben, ist die Existenz von klassischen Losungen nur
unter recht einschneidenden Voraussetzungen sicher zu stellen. Eine Verallgemeinerung
der klassischen Differentiation in Form eines schwachen Ableitungsbegriffs bzw. als distri-
butionelle Ableitung wird in diesem Zusammenhang hilfreich sein. Weiterhin gestattet die
Abschwichung des Ableitungsbegriffes die Differentialgleichungen in Hilbertraumen bzw.
reflexiven Banachrdumen zu behandeln und numerische Methoden zur nadhrungsweisen
Berechnung der Losung zu entwickeln.

Wir beginnen mit einer kurzen Einfithrung des schwachen Ableitungsbegriffes und ent-
sprechender Sobolvraume und diskutieren die schwache Losbarkeit der Poisson-, Warme-
leitungs- und Wellengleichung.

Bemerkung: In diesem Kapitel heben wir die vektoriellen Gréfen nicht durch Fettdruck
hervor.

4.1 Schwache Ableitungen

Der Raum L, (2) wurde schon frither erwéhnt. Wir benétigen ihn jetzt verstarkt und defi-
nieren ihn daher an dieser Stelle.

Definition 16 Sei Q) eine nichtleere, offene Menge im R™ n > 1. Lo(Q)) bezeichnet die lineare
Menge von Aquivalenzklassen von in 2 messbaren Funktionen u : 0 — R mit

/ fu(z) P < oo,
Q

Zwei Funktionen u und v gehoren zu einer Aquivalenzklasse, falls [ |u — v|*dx = 0, d.h.

u(z) = v(z) fast iiberall (f.il.) in Q. ?

Einige Eigenschaften:
o In L() ist ein Skalarprodukt definiert

(u,v)0 = (u,0)1,) = /u(i)v(m)dl,

Q

73
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das die Norm induziert

lullo = lfullagey = ( / u<x>|2dx)
Q

o L5(9) ist ein Hilbertraum (vollstindig in Bezug auf die Normkonvergenz, d.h.
Up, — U< |up —ullo — 0.)

e Die Teilmengen C§°(€2) und C(f2) sind dicht in Lo(f2). Hierbei ist C§°(£2) die Men-
ge aller beliebig oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Trédger in €. Der
Tréager einer Funktion u ist definiert als supp u = {z : u(z) # 0}.

o Es gilt ein Variationslemma (Lemma von Du Bois-Reymond): Sei u € L1(Q2) und

/uvdm =0 Yvelg®(Q),
Q

dann ist u(z) = 0 f.4. in .
Der Schliissel zur Verallgemeinerung des Ableitungsbegriffs liegt in der Anwendung der

partiellen Integration. Wir erinnern, dass fiir eine beschrankte mefibare Menge €2 € R und
stetig differenzierbare Funktionen u,v € C'(Q2) gilt:

imFalln =1,Q = (a,b):

b b

/u(m)v’(w)dm = - /u'(m)v(m)dm + u(z)v ()|

im Fall n > 1,Q C R™, 09 glatt, n duflerer Normalenvektor der Fliache 0Q, x = (z1, ..., xn):

/ u(x)a;if)dm S / SZ (z)v(z)dz + / w(z)v(z) cos(n, z;)do.

Q Q o0

Durch wiederholte Anwendung der partiellen Integration auf Funktionen u,v € C1*/(Q),
wobei a = (a1, ..., ay,) fiir @; € Ny ein Multiindex und |a| = Z?:l «; ist, erhalten wir:

la| la]—1 la|—1
/ - 8 v _ ou 0 v der/u@ Ucos(mxl)dg 1)
]

an n - n
...0xn 8$1 Ox ™ L..oz8 ozt L .oxd

lof
1)l l/ax 9" ;‘Mvder/R(u,v)da. 4.2)
o0

R héngt von Ableitungen von v und v bis zur Ordnung |a| — 1 ab. Mit der Bezeichnung
D> = L{yn konnen wir (4.2) auch wie folgt schreiben:

axfl...awn
/uD“vd:lc = (=1)l /D“uvdm—i—/R(u,U) do
Q Q o9

Es sei C’(lf“ (Q) = {v € C1*/(Q) : supp vbeschrankt, suppv C Q}, das heifit, die Funktionen
v € C1*(Q) verschwinden in einem Randstreifen und damit verschwindet das Oberflichen-
integral in (4.2) fiir diese Funktionen.
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Definition 17 (Schwache Ableitungen) Es sei Q@ C R™ und u,w € Li .(Q), das heifSt, v und

loc
w sind iiber jedem beschriinkten inneren Teilgebiet von ) integrierbar. w = u, = D%u ist die

schwache o-te Ableitung von v im Gebiet Q (nicht punktweise definiert !), falls gilt:

/uD% do = (—1)le /wv dr Yv e CP(Q). (4.3)
Q Q

Durch Uberschiebung der Differentiation auf die so genannten Testfunktionen wird durch
die Formel (4.3) die schwache Ableitung eingefiihrt. Diese Idee wird in der Distributionen-
theorie weiter ausgebaut. Distributionen werden als lineare Funktionale tiber dem Raum
C§° () definiert.

Die schwachen Ableitungen sind in L} () eindeutig bestimmt (Lemma von Du Bois-
Reymond) und stimmen mit den klassischen Ableitungen tiberein, falls diese existieren und
sichin L} (Q) befinden.

loc
Es gilt:
e DBy = DF(D*) = D¥(DPu).

e Falls u, € C®(Q),u, — uin Ly(Q) und D%, — w in Ly(f)), dann ist w = D%u.

Beispiel
Essei Q = (—1,1) und u(z) = |z|, siehe Abbildung 4.1.

u
A

I I =X
-1 1
Abbildung 4.1: u(x) = |z|
Wir berechnen die schwache Ableitung v’
Wir betrachten die Definitionsgleichung
+1 +1
/uv’ de = — /wv dx fiiralle v € Cj((—1,+1)).
1 1

Fir u = |z| und nach partieller Integration tiber den Teilintervallen (—1,0) und (0, 1) erhal-
ten wir

+1 0 1 0 1
/|x|v’da:=—/mv'da:—|—/xv’dx = /vdw—/vdw
1 1 0 41 0

+1 +1

|
|
—
92)
aq
2
2
<
a
8
|
|
—
g
S
&
8
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Abbildung 4.2: v/(z) = sgn(z)

Aus dem Lemma von Du Bois-Reymond folgt, dass v/ (z) = w(z) = sgn(x) ist;
Abbildung 4.2.

Die zweite Ableitung von u(z) = |z| (bzw. die erste Ableitung von sgn z) ist durch

+1 0 1
/sgn(m)v’ de = —/ "dx + /v’ dr = —v(0) + v(—1) —|—v\(/1/)—v(0)
—1 -1 0 =0 =0

= —20(0) Yoe Ci((~1,+1))

definiert.

Wir untersuchen nun die Frage, ob es eine integrierbare Funktion w € L(—1,+1) gibt, so
dass

ist.

Wir nehmen an, dass es ein solches w € L(—1, +1) gibt und betrachten eine beliebige Funk-
tion v € C3((—1,+1)). Da sich auch zv in C§((—1, +1)) befindet, muss

1
/w(a:)xv(a:)dm =2v(0)-0=0
1
gelten.

Aus dem Lemma von Du Bois-Reymond folgt, dass w(x)z = 0 f.ii. ist und daher w(z) = 0
f.i.. Damit wére

1
/w(m)v(w)dm =0=2v(0)

fiir alle v € C3((—1,+1)), was nicht sein kann.
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Folgerung

Sprungfunktionen besitzen keine schwachen Ableitungen. Jedoch existiert eine Ableitung
im Distributionensinn.

Die Raume H*(Q), H*(Q), Wk?(Q) und W*P(Q),k € Ny, 1 <
p < 00

Definition 18 Sei k € N U {0}. Der lineare Raum
H*(Q) = {u € Ly(Q) : Du € Ly(Q) fiir |a| < kY,

versehen mit dem Skalarprodukt

(u, V)i, = (u,v) gr () = Z (D%u, D%v)q
|l <k

und der Norm

la| <k

1
2
lullk = [Jull g @) = ( Z |DaU||2LQ(Q)) (4.4)

heifdt Sobolev-Raum. H* () ist ein Hilbertraum.

Fir 1 < p < oo fithren wir den Sobolev-Raum W*»(Q) ein, der fiir p = 2 mit H*(Q)
ubereinstimmt.

Definition 19 (ganzzahlige Ableitungen) Sei k € NU {0},1 < p < oc. Der lineare Raum
WEP(Q) = {u € Ly(Q) : Du € L,(Q) fiir |o| < k}

versehen mit der Norm

||’U,HWk,p(Q) = ( Z / |D0‘u|p dI) (45)

la|<k

|| <k

= (Z ||Dau||ip(9)> (4.6)

heifit Sobolev-Raum. Hierbei ist ||v||L (q) = (f |v(z)|P da:)
Q

Definition 20 H*(Q) ist die Abschlieffung von C§° () beziiglich der Norm (4.4).
WHP(Q) ist die Abschlieffung von C§°(Q) beziiglich der Norm (4.5).

Satz 11 (Ungleichungen) [18, S. 382 u. ff]

e Es sei §) ein beschriinktes Gebiet. In H* () gilt die Poincaré-Friedrichs Ungleichung
[ulli < Clulk, (4.7)

1
wobei |ul, = [Zm:k HDO‘uH%] * die Seminorm in H* () bezeichnet.
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o Der Rand 0) sei Lipschitz-stetig, ' C 05}, meas I' # 0, wobei meas I" das Maf$ des Flichen-
stiicks ist. Dann gilt fiir alle uw € H'(Q2)

n a 2 2
flul. < C /uda + (/Z 3; dx) , (4.8)
&S Q =t
2| Ou |? ’
luly < C w(x)de| + > 5| : (4.9)
12 o =t
2 - ou 2 ’
lullpy < C| [ |ufdo+ [ o | 4| (4.10)
iy o =t

Ist u|r = 0, dann kann man zeigen [9], [3]
[ull7, () < Cmeas(Q)ul?

Julf < Jlull} < (1 + C meas())[ul?.

Beweis

Wir beweisen nur die Friedrichs’sche Ungleichung. Sei u zunéichst ein Element aus C§°(€2).
Da Q beschrankt ist, gibt es eine Kugel K(0), so dass Q@ C Kg(0) ist.

Fiir jeden Punkt z = (z1, ..., z,) € Q gilt, dass z1 € [-R, R] und wir haben

Ty 2

W@l = | [ g€ mie
R
Schwarz-Ungleich Vi 0 2
chwarz-Ungleichung u
< R — coxn)| d
= ($1+ )/ (91’1(573327 , L ) g
+R 5 5
u
< 2R/ a—xl(fax27"'7xn) dé-
Nach Integration iiber ) erhalten wir
+R 9
2 2 ou
[u(z)["de = Jlullp < 2R B, (& T2 o)) do
Q Q -R
2
— a2 < app.
8:51 0
Nun ist
lull} = llullg + ult < 4R [uf? + [ulf = (4R + 1)lul{. (4.11)
Allgemeiner gilt:
iy < AR} =12,k
k
lullp = D lul} < ((4B*)* + (4R*)* + .+ AR + Dlulj
3=0

(ARDH 1Y
=) e
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Wir betrachten nun ein v € H*(2). Zu jedem ¢ > 0 finden wir ein Element @ € C§°(0) mit
||u — ﬂ”k <e.

Es ist
fulle < llw—allx + [[allx
< e+ Clug
< e+ Cla—ulg + Clulg
< (14 C)+Clulk
und folglich |lul|x < Clul. ]
Bemerkungen

e In H*(Q) sind Norm und Seminorm dquivalent.

o Die Friedrichs-Ungleichung (4.7) bleibt richtig, falls {2 nur in einer Richtung beschréankt
ist.

Der Dualraum H%(()

Definition 21 Der Dualraum von H*(Q),k > 0, ist der Raum H~*(Q) aller linearen stetigen

Abbildungen F : }; k() — R, die H(') *(Q) in die Menge der reellen (oder komplexen) Zahlen
abbilden, versehen mit der Norm

F(u
|1F'[| g7+ () = sup il )‘-
w0 |[ullk

Die Anwendung von F auf u wird auch als duale Paarung in der Form < F,u >= F(u) geschrie-
ben.

Die Elemente aus H *(Q),k = 1,2, ... kénnen wie folgt charakterisiert werden:

Lemma 4 [7, 5.294] F ist aus H~*(Q) genau dann, wenn eine Familie { 4 }|o|<), von Funktionen
fa € Lao(Q) existiert, so dass

F= Z(_l)‘MDafaa

la| <k

wobei D f,, Distributionenableitungen sind.

Folgerung

Deltadistributionen als Dichte von Punktlasten gehdren zu H ().
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4.2 Stationdre Randwertprobleme und ihre schwache For-
mulierung

Die Differentialgleichungen werden als Operatorgleichungen aufgefaf3t
Au=f A: X =Y. (4.12)

Dabei werden die Randbedingungen durch die Wahl des Raumes X realisiert (z.B. geniigen

die Elemente u aus H!(2) homogenen Dirichletbedingungen auf dem Rand). Falls X ein
Hilbertraum ist und ¥ = X’ der Dualraum ist (Raum der linearen stetigen Funkionale auf
X), dann ist (4.12) 4quivalent zu

(Au,v) = (f,v) VYveX.

Es sei a(u,v) := (Au,v) eine Bilinearform auf X x X. Die schwache Formulierung von
(4.12) lautet:
Finde ein Element © € X, so dass

a(u,v) = (f,v) YveX.

Beispiel
Wir betrachten das Dirichletproblem fiir die Poissongleichung
—Au = f inQ (4.13)
v = 0 aufdfQ, (4.14)

furein f € Ly(2).

Es sei
X = HYQ), X' = H Q) = [HY(Q)].

Der Laplace-Operator ist nicht auf H'(Q2) im klassischen Sinn definiert. Daher betrachten

wir zundchst Elemente u, v € C§°(Q2) (beachte, dass C§° () dicht in Jig (Q) ist)
und f € Ly(2).

Fiir diese Funktionen gilt

—(Au,v) o) = (F,0) Ly )

—/Auvdm:/fvdx.
Q Q

Nach der Greenschen Formel ist

— / Auvdr = /gradu - gradv dz = a(u,v). (4.15)
Q Q

d.h.

Die schwache Formulierung des Randwertproblems (4.13), (4.14) lautet:
Finde u € H'(Q) fiirein f € H~1(Q), so dass

a(u,v) = (f,v) Yve€ Ifl(Q) (4.16)

gilt.
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4.3 Bilinearformen und Lax-Milgram Lemma

Um Existenz, Eindeutigkeit und numerische Approximation von Losungen schwach for-
mulierter Probleme (Prinzip der virtuellen Arbeit) diskutieren zu kénnen, miissen die Bili-
nearformen (wie sie z.B. in (4.16) auftreten) gewisse Eigenschaften haben.

Definition 22 Sei V' ein Hilbertraum. Die Abbildung a(-,-) : V x V' — R wird reelle Bilinearform
genannt, wenn

a(u, v1v1 + agve) = aja(u,vr) + asa(u, ve),

alaiuy + asus,v) = ajalur,v) + asalus,v)

fiir alle u,v,u1,u2,v1,v2 € V,0u, 9 € R gilt. Die Bilinearform ist stetig (beschriinkt), falls ein
C > 0 existiert, so dass

la(u,v)| < Cllullv|v]ly Yu,v e V. (4.17)
Lemma5 [5,S5.127],[4, S. 298]

Jedem linearen stetigen Operator A : V. — V' kann eine stetige Bilinearform a(-,-) zugeordnet
werden, so dass

a(u,v) = (Au,v) Yu,v eV (4.18)

ist. Umgekehrt entspricht jeder stetigen Bilinearform ein linearer stetiger Operator
A:V — V', sodass (4.18) gilt (kurz A € L(V,V")).

Lemma 6 (Lax-Milgram) [10, S. 38],[4, S. 297]
Sei f € V' und a(-,-) eine Bilinearform auf V- x V, so dass

a(u,v) = (f,v) YveW (4.19)
Falls Konstanten C1,Cy > 0 existieren, so dass gilt

la(u,0)] < Cillullv]lv]lv, (4.20)
a(u,u) > Colully VYu,v €V, (4.21)

dann besitzt (4.19) eine eindeutig bestimmte Losung u € V und es gilt die Abschitzung

1
lellv < &, 1£ v

Beweis

o Die Eindeutigkeit folgt aus der Ungleichung (4.21). Seien u; und uy schwache Losun-
gen, dann ist

alug —ug,v) =(0,0) =0 YoeV

und damit fiir v = u; — ug
9 1
0 < flug —ugl]® < . a(ur —ug,u; —ug) =0.
2

Es folgt u; = usin V.
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o Wir beweisen die Existenz einer Losung u € V fiir ein beliebiges f € V'. Dazu benéti-

gen wir den Banachschen Fixpunktsatz und den Rieszschen Darstellungssatz.

Der Banachsche Fixpunktsatz lautet:

Sei M eine abgeschlossene nichtleere Teilmenge eines Banachraumes X, T : M C X — M
sei eine Kontraktion, d.h. fiir ein q € [0,1) gilt

1Tz —Tyllx <dqlle—ylx, Vo,yeM. (4.22)

Dann besitzt T einen eindeutig bestimmten Fixpunkt x*, d.h. Tx* = z*.
Der Rieszsche Darstellungssatz besagt:
Es sei H ein Hilbertraum und H' sein Dualraum. Dann existiert eine bijektive Abbildung
T:H' — H, sodass fiiralle f € H' gilt
Imfller = N flla (4.23)
(fyv) = (vf,v)g fiirallev € H. (4.24)
Wir betrachten jetzt die Bilinearform a(, -) auf V' x V und den linearen stetigen Ope-
rator A : V — V', der durch
a(u,v) = (Au,v)
definiert ist. Aus (4.24) folgt fiir f = Au
(TAu,v)y = (Au,v) = a(u,v). (4.25)
Wir erhalten die Abschadtzung

Schwarz
(rAv, o)y < ITAv|v|vllv

eallvll < la(v,0)] =

(4.23)
= [ Avllvflollv < Al
Daraus folgt
oAl <[[All, e <[IA]l (4.26)
und e
0< 2 <1. (4.27)
1Al

Wir fiihren die Abbildung T': V' — V ein
T(u) :=u—k(tAu —71f),
wobei k eine reelle Zahl ist. Wir sehen sofort, v™* ist Fixpunkt von 7', falls gilt
TAUW =7f. (4.28)

Da
. o (424 . 428 424
au',v) = (4u”,0) 2 (raw, o)y 2 (rf,0) 2 ()
ist der Fixpunkt u* schwache Losung von a(u, v) = (f, v) und die Existenz der Lésung
wire gezeigt.
Wir tiberlegen nun, dass 1" bei einer bestimmten Wahl der Konstanten £ einen Fix-
punkt besitzt. Dazu tiberpriifen wir die Kontraktionseigenschaft (4.22):

|1 Tuy — Tu2||%/ = ((u1 —u2) — kTA(ur — uz), (U1 —uz) — kTA(ur —u2))y,

[ur — ualfy, — 2k(TA(ur — u2),ur — ug)y + k[T A(ur — ug)|[,

4.25
G2y — usllZ — 2kaluy — ua,uy — up) + K2||TA(u — wo)||?

4.26
2y — uallZ — 2keallur — uallZ + KA (ur — u2) %
s — ua||>(1 = 2kes + K[| A[]%).

Riir b = 5 ista? = 1 2key + K412 21— 1% € 1),
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Spezialfall

Ist a(-,-) symmetrisch, d.h. a(u,v) = a(v,u), dann folgt aus (4.21), dass a(:, -) auch ein Ska-
larprodukt auf V' x V ist. In diesem Fall sprechen wir von einem energetischen Skalarpro-
dukt und dem entsprechenden Energie-Raum. Da lineare stetige Funktionale aus V'’ auch
lineare stetige Funktionale iiber dem Energie-Raum sind, ist der Satz von Riesz auf dem
Energie-Raum anwendbar: zu jedem f € V"’ existiert ein Element 7f € V, so dass

(f;v) =a(rf,0)

ist. Die Existenz einer schwachen Losung ist in diesem Fall sehr einfach gezeigt worden.

Bemerkungen

o Die Voraussetzung (4.21) wird auch als V-Elliptizitdt bezeichnet.

e Unter den Voraussetzungen (4.20) und (4.21) besitzt der durch (4.18) zugeordnete
Operator A eine stetige Inverse A~! € L(V', V).

Beispiel
Wir kehren zum obigen Beispiel (4.16) zurtick. Wir suchen ein u € H 1(Q), so dass fiir ein
f e H Q) gilt
a(u,v) = /Vu~Vvdx = (f,v) WYve Ifl(ﬂ)
Q

Wir tiberlegen, dass (4.20) und (4.21) erfiillt sind. Die Bilinearform ist beschrankt. Mit Hilfe
der Schwarzschen Ungleichung kann man folgende Abschétzung zeigen:

/Vu-Vvd:U /Z@iu@vdm = Z/a,-uaiv dx
Q Q =1

i=1¢

1
2

IA

1
> 10sull Ly 19:0]| Lo 0) < (Z ||8iu|%2(m> (Z ||3iv||2L2(Q)>
=1

i1 i=1
= |ulmlvla @) < llullm@llvla -

Die Bilinearform ist V-elliptisch. Dies folgt unmittelbar aus der Poincaré-Friedrichs Unglei-
chung (4.7)

n

alww) = [ () do = fuft = Calul?
q =1

Galerkin Losungen

Sei Viy C V ein endlichdimensionaler Teilraum von V; z.B. kann Vi als Raum von stetigen,
stiickweise linearen Funktionen gewahlt werden.

Definition 23 uy € Vi ist Galerkin Losung von (4.19), falls
aluy,v) = {(f,v) YveVy (4.29)

ist.
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Die Berechnung von ux kann durch Losen eines linearen Gleichungssystems vorgenom-
men werden.

Sei {ey, ...en } eine Basis in Vi, z.B. sind e; stetige stiickweise lineare Funktionen mit

ei(zk, yx) = dix, wobei (xy, yr) Knotenpunkte (Eckpunkte) eines Dreieck-Gitters sind.
Jedes Element w € Vi kann eindeutig dargestellt werden

N
w = Z Ww;€;
i=1
mit dem Koeffizientenvektor @ = (wy,...,wy)" € RV,

Lemma?7 Sei M = (a(e;,e;))i; die Matrix und f = (f,e;),_,  der Vektor, die durch die
Basiselemente beschrieben werden. Die Probleme

a) finde ein w € RY, so dass

l

b) finde ein w € Vi, so dass
a(w,v) = (f,v) YveVy

sind dquivalent.

Beweis

a) @ sei Losung von M@ = f, d.h.

aler,e1) ... alen,eq) w1 (f,e1)
a(er,en) ... a(en,en) wN (fen)
aleywy + ... + eywp, e;) = a(w,e;) = (f,e;), i=1,..,N. (4.30)
Wir multiplizieren die Gleichung Mw@ = f skalar mit einem Vektor # € R" und
erhalten
N
Za(wa ei)vi = <f» Ui€¢> .

i=1 i=1
Es folgt fiir v = Zf;l v;e;
a(w,v) = (f,v) Vv e V.
b) Sei w € Vi Losung von
a(w,v) = (f,v) Yve Vy.

Mitw = Z;V=1 w;e; und v = ¢; folgt die Relation (4.30).



4.3. BILINEARFORMEN UND LAX-MILGRAM LEMMA 85

Bemerkung

Es existiert eine eindeutig bestimmte Galerkin Losung uy, falls die Voraussetzungen des
Lemmas von Lax-Milgram im Raum V erfiillt sind. Man beachte, dass Viy C V.

Der Fehler zwischen der schwachen Losung u € V und seiner Galerkin Losung w = un €
Vi kann mit Hilfe des folgenden Lemmas abgeschétzt werden.

Lemma 8 (Céa, 64) Sei a(-, -) eine Bilinearform auf V x V mit
la(u,0)] < Chlluflvlvllv, (4.31)
a(u,u) > Collull}, (4.32)

und f € V'. Sei uw € V eine schwache Losung von (4.19), uy eine Galerkin Losung von (4.29).
Dann ist

C
u—unlly < é”u —on|ly  Vun € V. (4.33)
Beweis
Es gilt:
a(u,v) = (f,v) Yo € Vy,
alun,v) = (f,v) Yo eV
und daher
alu—un,v)=0  Vve Vy. (4.34)
Damit konnen wir abschitzen
3 1 1
||u—uNH%/ < —alu—uy,u—un) (439 —a(u —uyn,u —vy)
Cg C12
2 D unlly u— o]
=~ EU—UNV U —UN|v-
Division durch ||u — un||v # 0 liefert die Behauptung (4.33). ]
Fehlerabschitzungen

Die Abschitzung (4.33) konnen wir auch in der Form
- <C inf —
lu—unlly <C inf flu—vyllv

schreiben. Das heifit die Galerkin Losung u ist eine "beste” Approximation der Lésung u
im Raum V.

Wihlen wir eine Folge von Raumen Vy

W Cc..CVyC..CV
mit J;~, V; dicht in V, dann konvergiert

lu —unlly =0 firN — occ.

Diese Fehlerabschidtzung kann prazisiert werden, wenn wir die Rdume Vy genauer be-
schreiben.
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Lemma?9 [5, S. 169, Satz 8.4.4]

Sei Viy der Raum der stetigen, stiickweise linearen Funktionen beziiglich einer zulissigen Triangu-
lierung eines Polygons Q C R2. Sei ag > 0 der kleinste Offnungswinkel und h die lingste Seite der
Dreiecke. Dann ist

inf |u—v|gr@) < Clao)h® *|lull gz
veVN

fiir k = 0,1 und fiir allew € H*(Q)NV.

Bemerkung

In Lemma 9 wurde angenommen, dass u glatt genug ist, d.h. u € H?(Q). Diese Bedin-
gung gilt fiir das Dirichlet Problem fiir den Laplace Operator, wenn f zu Ly(2) gehort
und das Polygon € konvex ist. Fiir ein Polygon mit einspringenden Ecken gilt nur, dass
ue H H'%_‘E(Q) ist, wobei wg > 7 der grofite innere Winkel ist.

Im néchsten Abschnitt beschreiben wir Sobolevraume mit reeller Ableitungsordnung.

Der Raum W*?(2) mit reellem s > 0 (Sobolev-Slobodeskij Raum)

Zur genauen Beschreibung des Verhaltens von Losungen von partiellen Differentialglei-
chungen und insbesondere zur Beschreibung der zugelassenen Glattheit der Randdaten,
benétigt man Rdume, bei der die Ableitungsordnung nicht ganzzahlig ist.

Sei 2 C R",s > 0,s =k+ Amitk € NU{0},0 < A < 1. Wir erinnern zunéichst an die
Definition von k-mal Holder-stetig differenzierbaren Funktionen:

oua(9) :{u cC*(Q) : Hyx(u) = sup |[Dulw) = D?u(y)

3 <oo fir alle oo mit |« :k}.
z,y€Q [z —y|

In C**(Q) wird eine Norm eingefiihrt:

lullcrr@y = llullor@ + Z Ha(u).
la|=k

Es gilt C**1(Q) c C**(Q) ¢ C*(Q) und damit nimmt C**(Q) eine Zwischenposition ein.

Diese Idee wird auf Sobolevrdume iibertragen, um nicht ganzzahlige Differentiationsord-
nungen zu erkldren.

Definition 24 Der Raum

fe} _ Do D
Ws’p(Q)iz{UGWk’p(Q)ifa(U)://|D |u(x) ﬁJrZi\(y) dxdy < oo fiir alle a mit|a| = k}
-y
Q0

versehen mit der Norm

=

Hu||W5=P(Q) = ||u||€[/k,p(ﬂ) + Z Ia(u)
|| =k

wird Sobolev-Slobodeskij-Raum genannt.

Fiir ganzzahlige k wurde W*? in Definition 19 eingefiihrt.
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Beispiel
Die Sprungfunktion einer reellen Variablen (siehe Abbildung 4.3)

(z) = 1 furzxe[-1,1],
=90 sonst

gehort nicht zu W'2(-2,2), da v/(z) = d_1(z) + 641 (z) im Distributionensinne ist. Jedoch
istu € W*%(—2,2) fiir 0 < s < 1.

-1 1

Abbildung 4.3: Sprungfunktion

Negative Ableitungsordnung

Definition 25 Sei 1 < p < 00,5 < 0, % + % = 1. W*P(Q) ist der Dualraum von W~29(Q)), das
heifst

Wer(Q) = (W==1(Q))",

versehen mit der Norm

F(u
|F|lws»@) =  sup _ )
uz0 ”UHW*W(Q)
wew )

Spurrdaume

Um allgemein Randwertprobleme in Sobolevrdumen behandeln zu konnen, miissen wir
fiir Elemente aus W*?(2) Randdaten auf 02 erklaren. Da diese nicht immer im klassischen
Sinn als Einschrankungen von stetigen Funktionen auf dem Rand definiert werden konnen,
spricht man davon, dass die Randdaten im Spursinn angenommen werden. Diese befinden
sich in so genannten Spurrdumen und stimmen mit der klassischen Einschrankung iibe-
rein, falls die Elemente aus W*?(Q) glatt bis zum Rand sind. Die Hauptidee ist, einen Dif-
feomorphismus (differenzierbare eineindeutige Koordinatentransformation) zu betrachten,
der lokal eine Umgebung des Randes geschnitten mit €2 in den Halbraum R’} abbildet. Die
Einschrankungen der transformierten Funktion auf R"~! werden dann untersucht. Dazu
ist eine gewisse Glattheit des Randes OS2 erforderlich.

Satz 12 Sei Q@ € C*' und beschriinkt, k e NU{0},s <k + 1,5 -+ =1+0,0<0 <1,
I € NU {0}. Dann existiert eine eindeutige lineare, stetige, surjektive Abbildung

l
T wer(Q) — [[ w7 57 (09),
§=0
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so dass

ou olu e

ist.

Hierbei ist 7 der duflere Einheitsnormalenvektor an 02, T}, wird Spuroperator genannt.

Folgerung fiir p = 2:
(i) Sei Q € C%!. Die Abbildungen
To: WH2(Q) — W22(Q),
To: Wot2(Q) — Wo209), 0<o<

N =

sind stetig und surjektiv.
(ii) Sei 2 € C11. Dann sind die Spuroperatoren
To: Wots2(Q) — Wo2(00),0<o <1,
Ty :Wots2(Q) — Woth2(9Q) x W2(99),0 < o <

l\')l»—l

Ty W22(Q) — W22(09Q) x W22(09)

stetig und surjektiv.

Bemerkungen
o Insbesondere gilt fiir Gebiete mit einem Lipschitz Rand (k =1=0,s = 1)
Ty : WHP(Q) — W 52(09),
To: WP(Q) — S—%vp(asz) fl'ir1 <s<1.
p

o Ist s = m ganzzahlig, dann ist | = m — 1 fiir 0 = 1 — J und fiir @ € O™~ 11 ist
m—1 o
W) — [ W TR (09)
=0

eine lineare, stetige, surjektive Abbildung.

o Die Stetigkeit des Spuroperators ist dquivalent zu der Aussage:
Es existiert ein C' > 0, so dass

o
=0

ani < Cllullwsr ) Yu € WHP(Q)

" (09)

ist.
e Die Elemente aus Vc[)/S’p(Q) sind wie folgt charakterisiert:
WoP(Q) = {u € W (Q) : Tyu = 0},
dh u= gz = .= % = 0 auf 9 im Spursinn.

o IstQ e C%, dannist Wh2(Q) = {u € WH2(Q) : u|spq = 0 im Spursinn}.
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Fortsetzung vom Rand ins Gebiet

Der Spuroperator ist stetig rechts-invertierbar, d.h. es existiert eine stetige Rechts-Inverse
von Tj, die den Elementen aus den Spurrdumen Elemente aus den Sobolevraumen im Ge-
biet (2 zuordnet. Dieser Fortsetzungsoperator ist unabhéngig von p.

Satz 13 (Fortsetzungssatz) Es seien die Voraussetzungen von Satz 12 erfiillt. Dann existiert ein
stetiger linearer Operator l o
F: [ we7757(09) —» wHr(Q),

=0

so dass fiir jedes Tupel (ug, u1,...,u;) € Hé-:OWS*j*%’p(aQ) mit Fy(ug, w1, ...,u;) = v die Rela-
tionen

&v .

% = Uj ﬂufaQ, J 20,1,27...,l

gelten.

Bemerkungen

o Ein zu 7] rechtsinverser Operator F; ist durch die Relation 7} F; = Iy definiert, wobei
Y der Bildraum und Iy der identische Operator in Y sind. Er ist nicht eindeutig be-
stimmt. Die Stetigkeit besagt, dass eine Konstante C' > 0 und Elemente v € W*?(2)
existieren, so dass

o
onJ

| F1 (o, -~-7Ul)||ws,p(9)

l
olwer@) <CD il
j=0 w P (0Q)

l
O M0l o don
7=0

l .
fur alle Elemente (ug, u1,...,u;) € ] stjfé’p(aQ) ist.
7=0

4.4 Allgemeine Randwertprobleme fiir die Poissongleichung

Wir betrachten nun die angekiindigten allgemeinen Randwertprobleme fiir die Poissong]lei-
chung

Das Dirichletproblem fiir die Poissongleichung

Sei Q C R" ein beschrédnktes Gebiet mit Lipschitz-Rand, d.h. Q € C%!. So kann § z.B. ein
Polygon sein.

Klassische Formulierung
Die klassische Formulierung des Dirichletproblems fiir die Poissongleichung lautet:
Fiir f € C(Q), g € C(09) finde ein u € C%(Q), so dass:
—Au = f inQ, (4.35)
u = g auf 02 (4.36)

gilt. Dieses Problem hat nicht immer eine Lésung in C%(12).
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Schwache Formulierung

Wir wollen eine schwache Formulierung fiir das Randwertproblem (4.35), (4.36) angeben.
Dazu tiberfithren wir zunéchst (4.35), (4.36) in ein Randwertproblem mit homogenen Di-
richletdaten in geeigneten Sobolevraumen. Sei f € W~12(Q2), g € W2:2(8Q). Nach dem
Fortsetzungssatz existiert ein § € W12(Q), so dass die Spur von § auf 9 mit g iiberein-

stimmt. Wir stellen fiir die Funktion w = u — g, u € WH2(Q),w € WH%(Q) ein neues
schwaches Randwertproblem auf:

Finde ein w € V[;LQ(Q) = Hol(Q) =V, so dass gilt
a(w,v) = /Vw-Vvdx = (f,v) —a(g,v) YweV.
Q

Dieses Problem ist sinnvoll, da die rechte Seite durch ein Funktional F' € H ~1(Q) beschrie-
ben werden kann:

(f,v>—a(§],v) = <F’U>'

Die Voraussetzungen des Lemmas von Lax-Milgram sind erfiillt und es existiert eine ein-
deutig bestimmte Losung w € V. Setzen wir v := w + §, dann gilt

a(u,v) = (fiv) VeV,
uon = g im Spursinn .
Das Neumannproblem fiir die Poissongleichung

Wir beginnen mit der klassischen Formulierung: Gesucht ist ein u € C 2(Q), so dass fiir
feC(),ge€C(09)

—Au(z) = f(x) inQ, (4.37)
du(z) _ g(z)  aufdQ (4.38)
on

gilt. Aus der ersten Greenschen Formel (— [ Auwv = [Vu- Vv — [ 2%) folgt, dass dieses
Q Q %
Problem nur l6sbar ist, falls:

/f(a:) dz + /g(ac) do(x) =0. (4.39)
Q

o0

Weiterhin gilt: falls eine Losung aus C?(Q2) existiert, so ist diese nur bis auf eine additive
Konstante eindeutig bestimmt.

Diese Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen werden auch bei der Untersuchung des
schwach formulierten Problems eine Rolle spielen.

Schwache Formulierung
Sei f € (W'2(Q)), g € W™2:2(89) = (W22(8Q)), Q € COL.

Die schwache Formulierung lautet: Finde ein u € W2(Q), so dass gilt

a(u,v) = /Vu Vo dz = (f,0)q + (9, Tv) 5 YveWH(Q). (4.40)
Q
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Hierbei ist T = Tj, : W2(Q) — W22(dQ) der Spuroperator und (g, Tv) ,, ist als Anwen-
dung des Funktionals g € W=22(9Q) auf Tv € W2:2(99) zu verstehen. Die rechte Seite
ist insgesamt durch ein lineares und stetiges Funktional aus (W 12(2))’ darstellbar. Es gilt
nédmlich nach dem Spursatz

(G v)g | = [(9:Tv)ga | < IIQII(W%,?(BQ))' 170l 42 ) < cllvliwzge) -

Die Bilinearform af(-, -) ist stetig auf W12 (Q)x W12 (Q). Sie ist jedoch nicht W'2(Q)-elliptisch.
Um dies zu sehen, betrachte man u = ¢ = const # 0. Es ist:

ale,c) = /Vc -Vede=0%# cz||cH%4,1,z(Q) = / |c[?dz > 0.
) o)

Um die V — Elliptizitdt zu retten, muss der Raum W12(Q) durch den Faktorraum
Wh2(Q)/{R} = V ersetzt werden.

Die Elemente aus V sind Aquivalenzklassen, deren Elemente sich durch konstante Funk-
tionen ¢(z) = ¢, ¢ € R, unterscheiden, d.h. v(z) ~ u(z) & u(x) = v(z) + ¢

Lemma 10

a) In den Aquivalenzklassen aus V' gibt es genau einen Vertreter v, so dass
Jv(z) dz = 0ist.
Q

b) Jede Aquivalenzklasse aus V enthiilt genau einen Vertreter w, so dass
J w(z)do = 0ist.
o)
Beweis

a) Wir betrachten eine Aquivalenzklasse aus V und greifen ein Element v heraus. Es
gibt eine Konstante c, so dass gilt

/vo(:v) dz = cmeas(Q?) .

Q

Die Funktion v = vy — ¢ hat die Eigenschaft

/(Uo—c)dm:().

Q

b) Diese Aussage kann analog zu a) gezeigt werden.

Wir kénnen also den Faktorraum V' wie folgt charakterisieren:
a) Vo ={veW"(Q): [vdz =0},
Q
b) Vag = {v e WH2(Q): [ vdo =0}.
o0

Lemma 11 In Vi, und Vpq gilt: Es existiert eine Konstante ¢ > 0, so dass:

vllwr2) < clvlwizg) -
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Beweis [18, S. 382],[7, S. 298, 382 ff]

Wir erinnern an folgende Poincarésche Ungleichungen (4.8),(4.9)

2\ 2
[l < ¢ /” auzdw—f— /ud:c
wh2(Q) : (9961 )
Q =1 Q
1
n 9 2\ 2
[ullwrz@ < ¢ g;i dz + /u(z) do
Q =t oQ
[ ]
Folgerung
Das schwach formulierte Neumannproblem ist eindeutig 16sbar in Vi, bzw. Vaq:
Finde ein u € Vi, bzw. u € Vjq, so dass
[ Tu o de = (fu)g + 0.7 (841)
Q

fiir alle v € Vi, (bzw. fiir alle v € Viq), fiir jedes Paar f € V), g € (TVq) bzw. f € Vjq, g €
(TVaq)'. Hier ist T' der Spuroperator.

Bemerkung

Im allgemeinen ist die Spur 2% fiir Elemente aus W12(2) nicht definiert. Jedoch kann ge-

zeigt werden, dass fiir Lésungen des Neumannproblems 2% € T~ 22(9Q) ist und in diesem
Sinn die Randwertannahme gesichert ist.

Das Robinproblem (3. Randwertproblem) fiir die Poissongleichung

Das klassische Robin-Problem (auch Newton-Problem genannt) lautet:
Finde ein u € C%(Q), so dass fiir ein f € C(Q2) und g € C(9Q) gilt
—Au(z) = f(z) inQ, (4.42)

a%(m) + Bu(z) = g(z) auf 0Q). (4.43)

Wir nehmen an, dass « und f positive reelle Zahlen sind und geben eine schwache Formu-
lierung fiir das Problem (4.42), (4.43) an. Dazu nehmen wir an, dass f € (W!2(Q2))’ und
g € (W22(99)) sind. Nach skalarer Multiplikation von (4.42) mit Elementen aus W -2(£2)
und partieller Integration sowie unter Beachtung der Randbedingung (4.43) erhalten wir:

/Vu-Vvdx
Q

ou
/%Tvda—k (f,v)q
o0

= <%,TU>BQ+<f,v>Qf/§uv do.

[2}9)

Die schwache Formulierung von (4.42), (4.43) lautet daher:
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Finde ein u € W12(Q), so dass

a(u,v) :/Vu-Vv dx—I—g/uv do = <fvv>aﬂ+<§aT0”>8Q
Q Gle!

fiir alle v € W12(Q) ist.
Wir iiberpriifen, ob die Bilinearform a(-, -) stetig und W2(Q)-elliptisch ist.

o Die Bilinearform ist beschréankt. Wir haben nur zu zeigen, dass

/UU do < C”U”Wl?(Q)HUHWl?(Q)
N

ist.

Es gilt:

Schwarz
/U’U dO’l’ § HUHLQ(BQ)”UHLQ(BQ)
oN

<l 3o 100y 22 oy < Cllullwnsceylollwr oy

o Wir sehen uns jetzt die V —Elliptizitit an:
_ g 2
la(u,u)] = Vu-Vu dz + = [ |ul* do
= ‘U|W1 2(Q /|’LL|2 do
(4.9) )
> CHU”WLQ(Q) .

Das gemischte Randwertproblem fiir die Poissongleichung

Sei Q € C%!. Das gemischte Randwertproblem fiir die Poissongleichung lautet: Es ist eine
Funktion u zu finden, so dass

—Au(z) = f(z) in ), (4.44)
u(z) = gi(x) auf I'y C 992, (4.45)
g—Z(ax) = go(x) auf 'y C 092, (4.46)

wobei I'; und I'; offene Randstiicke von 092 sind, so dass T'; NIy = 0, T'; UTy = 99 ist.

Zundchst transformieren wir die Dirichlet-Randbedinung (4.45) in eine homogene Randbe-
dingung. Dazu miissen wir Spurrdume auf Teilstticken des Randes einfiihren.

Definition 26 Es sei

H3(Ty) = W22(Ty) = {u=Tolp,, Tv € W22(80)}
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Abbildung 4.4: Das Gebiet (2

versehen mit der Norm

Toew 2°2%(80)
u=Tv|r,

Weiterhin sei

Nl

H3(Ty) = {ueW22Q) : suppu C Ty}

versehen mit der Norm

el oy = 10

wobei @ die Null-Fortsetzung von w auf 0 ist.

Die Dualrdume seien
) = (H

1 (Ty)),
M) = (A

(T1)"
Wir nehmen an, dass g; € H 3 (T1)und g € H -3 (T'2) sind. Zu g; gibt es eine Fortsetzung
G € Wh2(Q), so dass T'G1|r, = g1 ist. Fiir die Funktion w = u — G; € W12(Q) gilt, dass

Tw|r, = 0 ist. Ein geeigneter Raum V, in dem die schwache Lésung w gesucht wird, ist
daher:

ﬁ-,
H_

(SIS
[V [SIES

V={weW"Q): Tw|r, =0}. (4.47)

Wir formulieren jetzt das schwache Randwertproblem (4.44), (4.45) und (4.46) fiir die Funk-
tionw = u — G:

Fiir f € V', g1 € H2(T'y), g2 € H™2 (), finde ein w € V, so dass:
a(w,v) = /Vw Vv dz = (f,v)q — a(G1,v) + (g2, v)p, YoeV
Q
ist.
Wir tiberpriifen die Voraussetzungen des Satzes von Lax-Milgram:

(1) a(-,-) ist beschrankt iiber V x V. c W12(Q) x W12(Q).
(2) a(-,-) ist V—elliptisch, da nach der Poincaréschen Ungleichung ([18, S. 385/386])

1
2
lullwiz@) < C ( /\u|2d0+ |U%/v1w2(sz))

Iy
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gilt, falls x(I'y) > 0 ist. Daraus folgt:

a(w,w) = /Vw -Vw dx = |w|€vl,2(9) > é||w|‘12/vl,2(ﬂ) Yw e V. (4.48)
o)

Ein Transmissionsproblem fiir die Poissongleichung

Sei 2 ein Gebiet des R™, das aus zwei Teilgebieten ; € C! und Q, € C%! besteht, welche
im Allgemeinen aus unterschiedlichen Materialien sind und es gilt:

ﬁzﬁluﬁz, QlﬂQQZQ.

Abbildung 4.5: Das zusammengesetzte Gebiet

Es sei I' = 00 M 92, die Grenzlinie (interface) zwischen 2; und Q3 und I'; = 92, \T,
Iy = 099 \ T die duleren Randstiicke von Q; bzw. Qs.

Wir suchen Lésungen u;, so dass

—(liAUi = f1 in Qz 5 (449)
u, = a1 auf Fl , (450)
w22 — 4 aufly, (4.51)
on
Uy — Uy = 0 auf I s (452)
3U1 6uz
ag— —ax—— = 0 auf I’ y (453)
on on

wobei a1 und a; positive Konstanten sind.

Wir fithren eine schwache Formulierung ein, indem wir zundchst annehmen, dass alle auf-
tretenden Funktionen u;, f; und g;,¢ = 1, 2, geniigend glatt sind.
Wir bezeichnen mit u die Funktion

{ Ul iI‘lQl
u =

U in QQ .

Gilt uy = ug auf I', dann ist u € W1H2(Q).

Weiterhin sei V = {v € W12(Q) : V|p, = 0} und v; = vlq,, i = 1,2.
Nun ist
3ui
—a; | Auv;de = (fi,v;) = azalug,v;) — aia—vi do
n

o Ou; d Ou,; do. i —
= a;au;,v;) — ai—nvi o— ai—nvi o,1=1,2.

o))
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Fur
aq(u,v) = ara(uy,v1) + agal(ug,va), v €V

gilt

aq(u,v) = <f,v>+/92v2da+/(a1%vl—ag%m)do

on on
Iy N
= <f7’U> + <927 U2>F2 .

Um nun einen gemeinsamen Ansatz- und Testraum zu haben, gehen wir zu homogenen
Dirichlet-Randdaten iiber. Sei g; € Hz (T'y). Dann existiert eine Fortsetzung G € WH2(Q),
Q=0 UQ Ul Seiw =u — G. Dann gilt

ag(w,v) = aq(u,v)—aq(G,v)

= (f,v) + (g2, v2)r, — aq(G,v).

Die schwache Formulierung von (4.49) - (4.53) lautet:
Finde ein w € V, so dass fiir f € V', gy € H"2(Ty), 91 € H2(T'y)

ag(w,v) = (f,v) + (g2, v2)1, — an(G,v) Vv eV (4.54)

ist.
aq(-,-) gentigt den Voraussetzungen des Satzes von Lax-Milgram.
Wir tiberpriifen die V-Elliptizitat:
) 4.9) 5
ag(w,w) = \w|H1(Q) > HwHHl(Q)'

Die rechte Seite von (4.54) stellt ein lineares stetiges Funktional auf V' dar.
4.5 Anfangs- Randwertprobleme und ihre schwache Losung
Wirmeleitungsgleichung

Wir betrachten zunédchst ein Anfangs-Randwertproblem fiir die Warmeleitungsgleichung
im Gebiet Q7 = Q x (0,7, C R”,T > 0 beliebig:

% —a?Au(z,t) = flz,t) inQr=Qx(0,T) (4.55)
u(z,t) = 0 auf 9Q x (0,7T) (4.56)
u(x,0) = wup(x) auf Q. (4.57)

Wir nehmen fiir einen Moment an, dass fiir festes ¢ > 0 (¢ spielt die Rolle eines Parameters)
fG,0), %(~, t), Au(-,t), up Funktionen aus L, () sind. Wir multiplizieren (4.55) und (4.56)

o}
mit einer Testfunktion v € H'(Q2) = V und integrieren iiber 2. Nach partieller Integration
erhalten wir

/g—z(x,t)v(x)deraQ/Vu(:c,t)Vv(z) de = /f(a:,t)v(z)dgg, (4.58)
Q

Q Q

/u(x,())v(x)dx /uo(x)v(m)dm. (4.59)

Q Q
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>

Qr

o
7

Abbildung 4.6: Raum-Zeit-Zylinder Q1

(4.58) und (4.59) konnen “abstrakt” formuliert werden: Suche ein u, so dass

<81(;<tt),v>+a(t,u,v) = (f(t),v),

W(0),0) = (up,v) Ve HAQ).

In unserem Fall der Warmeleitungsgleichung ist a(t, u,v) = a® [ Vyu(t, z)V,v(t, z) dz.
Q
Im allgemeinen Fall ist

i,j=1 i=1

a(t,u,v) = / (Z i (T, 1)Uz, Vg + Zbi(x,t)umv + c(z,t)uv) dz.
Q

Diese "abstrakte’ Formulierung wird mathematisch korrekt, wenn wir geeignete Funktio-
nenrdume, in denen sich u, f und ug befinden, einfithren.
Dazu ist es vorteilhaft, u als Abbildung aufzufassen, die jedem ¢ € [0, 7] ein Element aus

H () zuordnet

Diese Betrachtungsweise besagt, dass die Zeit ¢ als Parameter aufgefasst wird und u eine
Funktion des Parameters ¢ ist mit Werten im Funktionenraum V.

Das Anfangswertproblem kann dann auch als Operatorgleichung

d
d—j —Aftyu = f(t) firte (0,7), (4.60)
u(0) = wg (4.61)
geschrieben werden. In unserem Fall ist A(t) = A = a?A ein Operator von V in V’/, im
allgemeinen Fall ist A(t) = — >0, %(aji(x,t)g—;) + >0, bi(a:,t)g—; + c(z, t)u, sowie

f(t) € V' fir ein festes t. Um das Verhalten der Daten f und u¢ und der Losung u auch
beziiglich der Zeit beschreiben zu konnen, fithren wir geeignete Funktionenrdume ein.
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Definition 27 Sei X ein Banachraum. Wir definieren:

[N

T
Lo((0,7), X) = {u: (0,T) = X : [lull L, 0.1).x) = (/ ()% dt) < oo},
0

[NIC

HY(0,T), X) = {u € (0,T) = X : Jull i 0.1, = ( Sl +151%) dt) < oo},
0

Das allgemeine schwache Rand-Anfangswert-Problem

Fiir f € La((0,T),V"),up € L2(Q) finde ein u € Ly((0,7),V) N H((0,T),V’), so dass fiir
allet € (0,7) gilt:

0
(Grtto) +alt, ) = (0. 462
(u(-,0),v) = (ug,v) VYveV. (4.63)
Satz 14 (Existenz und Eindeutigkeit schwacher Losungen)

[11, S. 379 ff1,[4, S. 350 ff1,[21, S. 383]

Es sei a(t, -, -) eine beschrinkte, parameterabhingige Bilinearform auf V x V, so dass (A(t)u,v) =
a(t,u,v) ist. Es gelte

(i) |a(t,u,v)| < Ci|lullvv]vy Yu,v eV,
(ii) a(t,u,u) > Collul|?, — C3||u\|%2(9) YueV,

(ii1) a(t,u,v) ist messbar beziiglich t fiir festes u und v € V.

Hierbei hingen die Kostanten Cq,Cy und Cs nicht von t ab. Dann hat das schwache Problem
(4.62),(4.63) genau eine Losung. Diese befindet sich sogar in C([0,T],L2(Q)) = {u : [0,T] —
Lo (S2), u ist stetig beziiglich t und ||ul|c(j0,1),L,(2)) = SUPeo, 7 [[4(t) || L) < 00}

Bemerkung

In unserem Beispiel ist A(t) = a?Aund a(t,u,v) = a® [ grad u - grad v d.
!

Beweisskizze von Satz 14
1. Schritt: Existenz von Galerkin Lésungen

Es sei (ex)k—1,2, . eine abzdhlbare Basis in H!(Q2) = V, die ein orthonormales System in
L2(2) bildet, d.h.

/ek(x)ej(ac)dx =0y furj,k=1,2,...
Q

(Man betrachte als Beispiel das Funktionensystem (\/g sin ’“—[z) o furQ = (0, L))

3Ly
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Sei N eine ganze positive Zahl. Wir betrachten die Abbildung
N[0T = HY Q) =V, un(t) =) ww(t)e, (4.64)
wobei die Funktionen wy ; € H'(0,T) so zu bestimmen sind, dass

<dZZV @lc) + a(t, UN, €k) = <f, €k> = fk(t)7 (465)
Lo(2)

(un(0),ex) Ly0) = (Yo, €k) Ly(Q) = Uok (4.66)
firk=1,2,..., N ist.

Nach Einsetzen von uy erhalten wir folgendes System von gewdhnlichen Differentialglei-
chungen mit einer Anfangsbedingung zur Bestimmung der Koeffizienten wy

N

—’ka Jrza (t,ej, ex)wn ;(t) = fr(t),
j=1

’U)N7k(0) = UQk-

(wn(t), s wn N (t ))TJFN(t) = (f1(t), fa(t), ..o, fn (1)),

( (t e J,ek)) j.k=1,....n lautet das Anfangswertproblem in

Mit den Bezeichnungen Wy (t) =
ﬁON = (u01, ceey UQN) und AN( )
Vektor-Matrix-Schreibweise:

— Wy () + Ay (Oun(t) = fu(t),
wn(0) = don-

Dieses System besitzt eine eindeutige Losung in [H*(0, t)]¥ und damit ist u 5 sinnvoll durch
(4.64) definiert. Fiithren wir den endlichdimensionalen Raum V) als lineare Hiille der Ba-
siselemente eq, ..., en ein, dann ist un Galerkin Losung in V. Aus (4.65) und (4.66) folgt
namlich

d
(B20)  ratuvo) = (. (4.67)
dt L2(9)

(uN(0)7’U)L2(Q) = (UO,U)L2(Q) Vv € Vy. (468)

2. Schritt: Beschranktheit der Folge von Galerkin Losungen

Mit Hilfe der Voraussetzungen und einer Ungleichung von Gronwall kann man zeigen,
dass die Folge der Galerkin Losungen {un }n=1,2,... gleichm&fig beschrankt ist. Wir folgen
dabei den Ausfithrungen in [4].

Satz 15 Es existiert eine Konstante C' > 0, die nur von Q, T und den Konstanten Cy, Co, Cs in (3)
und (ii) abhiingt, so dass fiir N = 1,2, ...

8’U,N
||L2 ((0,T,V"))

< C[||f||L2((o,T),L2(Q))+HuollLQ(Q)] . (4.69)

OfgtagTHuN Oz + lunlcaomyy + I

Beweis

a) Wir starten mit der Gronwallschen Ungleichung:
Sei n = n(t) > 0 eine absolut stetige Funktion auf [0, 7], d.h. 7(t) existiert f.{i. und
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ist integrierbar. Weiterhin seien ¢(¢) > 0, (t) > 0 integrierbare Funktionen auf [0, T].
Falls

n(t) < o(t)n(t) +9(t), (4.70)
dann gilt auf [0, T7:
t t
o) < e * o) + / Ww(s)ds] . 4.71)
0
Falls gilt
n(t) < ¢(t)n(t) und n(0) =0, (4.72)

dann ist n = 0 auf [0, 7.

Wir zeigen diese Ungleichung:
Esgiltfur0 < s < T

d 7fs¢(r) dr — [¢(r)dr 7fs¢(r) dr
L 177 gl<e 87y

Integrieren wir diese Ungleichung [ ... ds, so erhalten wir
0

t s t t s
d — [ ¢(r)dr — [ ¢(r)dr — [ ¢(r)dr
[ 2™ s —nwe T w0 < [T usas.
0 0 <1
Es folgt
t t
— [ ¢(r)dr
ate + T <0+ o) ds
0
Somit gilt (4.71).
Wir zeigen

OléltaéXTHUN(t)HLZ(Q) < C I lLac0.1),L2(2) + luoll o)) -

Wihlen wir in (4.67) v = uy, so erhalten wir

du
(g 4N za() +altun, un) = (fun) o) - (473)
Nach Voraussetzung (ii) gilt
altuun) 2 Callnle, = Culun - (4.74)
Daher ist
duy ) @7 Quy
— 2C ° < —
(g uw)La(@) + 2HUNHH1(Q) < (i@

+2a(t, un, un) + 2Cs|lun |17, ()
@73 ,Oun
= (WauN)Lg(Q)Jrz(fqu)Lz(Q)
aUN
ot

6UN

7(—t,uN)L2(Q) + ”fHLz(Q)

Hlunl?, @) +2CslunlZ, ). (475)

—2( JUN) Ly () T 203HUN||%2(Q)

IN
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Hier haben wir benutzt, dass

(f un, fEun)i,) = (f, ) £2(f,un) i) + (un,un) ) =0 (4.76)

ist, und daher gilt
2/(fyun)po@) < (s o) + (un, un) L) - (4.77)

Aus der Ungleichung (4.75) folgt

du
2= eV La@) + 202 unlly < 117, + (1 +2C5) lunllZ, o) - (4.78)
Da 2(95%, un) 1,0) = g lunll, o) ist gilt fir n = Jun (67,0
4.78)

() < /117, ) + Can(t) -

Die Gronwallsche Ungleichung (4.71) liefert (setze ¢(s) = Cu, ¥ (t) = || f (t)||:£2 @)

) < e (0) + [0 ). @79)
0
Nun ist nach (4.64)
N
un(t) = > wn;(te
j=1
N
un(0) = > wn;(0)e
j=1
und nach (4.66)

(un(0), ex()) Ly0) = wN,k(0) = (uo, €k) L, (0)

und daher
lun (0117, ) = ZwNj ) < NluollZ, o -
Damit lautet (4.79)
n(0) = Jun()ll7, @ < luoll7, @
t
n(t) < e (|luollZ, ) + /IIf(S)IIQLQ(m ds
0
und
2 2 2
OTSH%XTW(U = OgltiXTHUN( Wza) < Cllluollz, ) + 12,0, L2000 - (4.80)

Damit ist die Abschétzung in (4.69) bewiesen.
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c) Wir zeigen, dass

lun |z 0,m),v) < CUFlLa(0,m),L2(02)) + w0l Lo (o) -

gilt. (4.78) liefert uns unmittelbar, dass

T T T
s Baomy = [lulde <0 [lunl,@de+ [151E, @ d
0 0 0
480) ) )
< lluollzy) + 11 Zs0,1),209)) (4.81)
d) Esist
BuN
=57 llzz0m),vry < elllfllzao,m), pat@) + lluoll o)) - (4.82)

Wir betrachten ein v € V mit |jv||y < 1. Wir konnen v aufspalten als
v=wv1+vy v €Vy, (UQ,@k)L2(Q) =0furk=1,2,...
Es gilt

[orllv < flofly < 1.

Setzen wir v = v; in (4.67), dann erhalten wir

(’)uN
)

(—t V1) Ly () T alt, un,v1) = (f,01) L)

und da uy € Vy ist,

ou ou
(8—;\[711)L2(Q) = (8—;\[’1]1)“(9) = (f,v1)L,(0) — alt,un,v1).

Da |lv1|| < 1, ergibt sich

8uN
(5 Vlza@) < o) + Collunllv .

Damit wird
auN
||F||V’ = 21”121|(77U)L2(Q)| S Ol flza) + Collun|v]

und es wird

T T
duy ~
SISt < e [ o + lunl)
0 0

(4.81) )
< CUFlaco.1).L2(2) + luoll7, ) -
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3. Schritt: Konvergenz einer Teilfolge zur schwachen Lésung

Die Abschdtzung (4.69) besagt, dass die Folge (un)n=1,2... in Lz((0,7),V) und die Folge
ihrer Ableitungen ($un)y_, , in Ly((0,T),V’) beschrénkt sind.

Daher existiert eine Teilfolge (u N, )i=1,2... und eine Funktion v € Ly((0,T), V') mit

du e L,((0,T), V') so, dass

UN, — u in LQ((O,T),V)7
(4.83)

du .
L = % in Ly((0,7),V").

d.h. fiir alle linearen stetigen Funktionale F' € (L2((0,7),V)) gilt |F(un,) — F(u)] — 0 und
fiir alle G € (Lo((0,T), V"))’ gilt |G(Ze80) — G(2)] — 0. Es folgt

[(u', D) + a(t,u,v)]dt (4.84)

O\ﬂ

T
/uN, +a(t,un,,0)] dt —
0

fiir | — oo und fuir alle © € Ly ((0,T),V).

Wihlen wir fiir ¢ die folgenden endlichen Linearkombinationen
t) = ka(t)ek, (4.85)
k=

wobei vy (t) beliebige, glatte Funktionen sind, dann erhalten wir durch Multiplikation von
(4.65) mit vy (t), anschlieBender Summation sowie Integration, dass

T T
/ U'Nl ) U’m + a(t UNy Um / f7 UT)'L (486)
0 0

gilt.
Da die Menge der Funktionen (4.85) dicht in L2 ((0,T"), V) ist, folgt aus der Relation (4.86)

T T
/ )+ a(t,u, )] dt = /(f,fz}dt Vi € Ly((0,T), V). (4.87)
0 0

Insbesondere gilt (4.87) fiir alle ¥ der Gestalt

0 = h(t)v, h € Ly(0,T) oder glatter, v € V,

T

[, 0) + alt, u, v)] h(t)dt = / (F, oV h(b)dt

0

St~

Aus dem Variationslemma (Lemma von Du Bois-Reymond) folgt

(', v) + a(t,u,v) = (f,v)

fir fast alle ¢ € [0, 7] und fiir alle v € V. Damit ist u schwache Losung von (4.62),(4.63).
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4. Schritt: Annahme der Anfangsbedingung
Wir betrachten Elemente 9, 9,,, € C*([0,77], V) mit §(T) = 0 bzw. ¥,,,(T) = 0 und integrieren
die Relationen (4.86) und (4.87) partiell nach ¢.

Wir erhalten

T

T
/[—(uN,,f);n> + a(t,upn,, 0m)]d / [, 0m)dt + (un, (0), 9 (0)) Ly 02y (4.88)
0 0

T T
/P%WH— / Bt + (u(0), 5(0)) L. (4.89)
0 0

Die Relation (4.68) besagt, dass
(un;, (0), 9,,(0)) = (ug, U, (0)) furN; > m (4.90)
gilt.

Fiir ein o € C'([0,T],V) betrachten wir nun eine approximierende Folge @,,. Unter Be-
achtung der schwachen Konvergenz (4.83) und der Relation (4.90) konvergiert (4.88) fiir
l,m — oo zum Grenzwert

T T
/ )+ a(t,u, )] / 0)dt + (ug, v(0)).
0 0

Die Gleichung (4.90) liefert, dass
(u(0),9(0)) = (u(0),9(0)) L, (0) = (u0,9(0))1,() flralle 5(0) =veV

ist. Daraus folgt u(z,0) = uo(x) f.4. .

5. Schritt: Eindeutigkeit
Sei u = u; — uy die Differenz zweier Losungen. Dann ist

d (1
(o) = 5 (G0l o) = —alt 0,

Aus den Voraussetzungen (Koerzitivitat) folgt

a(t,u,u) > collulliy — esllulll, @) > —esllull?, o
und daher

d (1
% (310l < calll o @91

Die Ungleichung (4.91) kann geschrieben werden als
' (t) < 2ean(t) = en(t)

mit (t) = [[u(t)[7, o

Die Gronwallsche Ungleichung liefert

n(t) < e*'(0).

Wir haben 7(0) = 0 und daher 0 < 5(t) < 0, woraus 7(t) = 0 fiir alle ¢ folgt.
SchliefSlich ist u(t) = w1 (t) — u2(t) = ui(z,t) — uz(z,t) = 0 fast tberall. ]
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Wir betrachten jetzt eine beliebige Basis ey, ..., en in Vi, die nicht orthonormal in L, () zu
sein braucht.

Definition 28 uy : [0,7] — Vy ist Galerkin Losung des schwachen Problems (4.62),(4.63), falls
up die folgende Form besitzt

N
uN(x,t) = Zak,N(t)ek(x), ag,N € Hl(O,T)
k=1
und Losung des schwachen Problems

(%UN,WN) +a(un(t),on) = (f(t),on) Yoy € VN, (0<t<T), (4.92)
(un(z,0),vn) = (uo,vn) Von € Vi (4.93)

ist.

Das Problem (4.92), (4.93) ist dquivalent zu einem System gewohnlicher Differentialglei-
chungen erster Ordnung mit Anfangsbedingungen. Wahlen wir vy = ¢;,4 =1, ..., N, dann
lautet (4.92), (4.93)

N N
(Z ag,n (e, ei) +a <Z ak,N (t)ek, ei) = (f.€), (4.94)
k=1 Lo (9) k=1
N
<Z ak,N(0)er, ei) = (u0, €)1, (0)- (4.95)
=1 L2 ()
In Matrix-Vektor-Form wird aus (4.94), (4.95)
(e1,e1) -+ (en,e1) a} ()
: : ay (1) N
(61,.€N) s (6]\/,'61\1) alN,N(t)
aler,er) --- aley,er) a1 (t) (f,e1)
: : az2(t) (f,e2)
+ = : ,
a(el; eN) - a(eN', en) an,n () (f,en)
(61,‘61) (eNjel) a1.1(0) (uo, €1)
as,2(0) _ (o, €2)
(617'61\/) e (eN;.eN) an.v (0) (an.eN)

Kurz geschrieben lautet dieses System zur Bestimmung der Koeffizienten a;(t) :

—

M%dN(t)JrAdN(t) = ), (4.96)
MdN(O) = u_(')

M heifst Massenmatrix, A Steifigkeitsmatrix. Die symmetrische Matrix M ist reguldr, da die
Basiselemente ¢; linear unabhéngig sind.



106 KAPITEL 4. SCHWACHE LOSUNGEN

Wellengleichung
Wir betrachten das folgende Rand-Anfangswertproblem fiir die Wellengleichung:

0%u(x,t)

e *Nu(a,t) = f(z,t) inQr,
u(z,t) = 0 auf 9Q x [0, 7], (4.97)

u(z,0) = wup(z) auf Q,

6u(aa;, 0 _ ui(z) auf Q.

Das Vorgehen ist dhnlich wie im Fall der Warmeleitungsgleichung und wir formulieren nur
das Hauptergebnis [11, S. 385 ff], [4, S. 377ff]. Dazu definieren wir zunéchst, was wir unter
einer schwachen Losung verstehen.

Definition 29 Eine Funktion u € Lo((0,T), V)N H((0,T), L2(Q)) N H2((0,T),V’) (bzw. u €
, T

Ly((0,7),V) mit 3 € Ly((0,T), L2(2)) und % € (L2(0,T),V")) ist schwache Losung von

(4.97), falls fiir alle t € (0, T und fiir allev € V

0?u
W,U + CI,(t,’LL,U)

(W 0)0) = (uo,0),
(Greon0) = o

ist. Hierbei ist f € LQ((O, T), LQ(Q)), Ug € V, uy € LQ(Q)

I
—~
~
-
“H~
N2

<
~—"

Satz 16 [21, S. 422, Satz 29.1],[11, Theorem 10.8, S. 385],14, S. 384]
Fiir die parameterabhiingige Bilinearform gelte: Yt € [0,T], Vu,v € V

(@) la(t,u,v)] < Ciflullv|[o]lv,
(i) a(t,u,v) € C*0,T] mit | La(t,u,v)| < Clullv|vllv,

(iii) a(t,u,u) > Co||ul|} — Cg||u\|%2(m.
Dann hat das schwache Problem genau eine Losung.

Fiir die Bilinearform in unserem Beispiel ist a(t, u, v) = a® [ VuVv dz und die obigen Vor-
Q

aussetzungen sind erfiillt.
Fir a(t,u,v) = [ (Z” i (3 ) U, Vo, + g b ) ug,v + c(~,t)uv) dx wird z.B. gefor-
)

i,j=1

dert, dass die Koeffizienten a;;, b;, c aus C*(Q7) sind, Qr = (0,7) x .



Kapitel 5

Variationsmethoden fiir
nichtlineare Probleme

In diesem Kapitel geben wir eine Einfithrung in Variationsmethoden, die zu Losungen li-
nearer und nichtlinearer partieller Differentialgleichungen fiihren. Hierbei stiitzen wir uns
auf die Ausfiithrungen in [4]. Die grundlegende Idee ist folgende:

Sei ein Differentialoperator A gegeben. Wir betrachten das nichtlineare bzw. lineare Rand-
wertproblem

Au] = 0 inQ,
u = g aufdf).

(5.1)
Wir fiihren ein , Energiefunktional” I = I[u] ein, so dass

Al =T
ist. Dann sind kritische Punkte von I, fiir die

I'luy = 0
und u = g

gilt, Losungen unseres Ausgangsproblems (5.1).

Falls die Losung von (5.1) schwierig ist, kann die Bestimmung eines Extremwertes von [ [u]
einfacher sein. Hinzu kommt, dass einige physikalische Gesetze so formuliert werden, dass
ein Minimum eines Funktionals gesucht wird.

5.1 Euler-Lagrange Gleichungen

Skalare Gleichungen

Sei 2 C R" eine beschrénkte offene Teilmenge mit glattem Rand 9€2. Wir betrachten zunéchst
glatte Funktionen w € C%(Q)

w:—R,

die auf 992 einer Dirichletbedingung gentigen:

w=g¢g aufdf).

107
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Kurz: M = {u € C%(Q) : w = gauf 9O} sei zunéchst die zuldssige Funktionenmenge.
I[-] besitze die Form

Iw] = /L(Dw(x),w(x),a:))da:,

Q
wobei L die Lagrangesche Dichtefunktion ist. Hierbei ist Dw = Vw = (1w, ..., d,w) .
Bezeichnungen
Wir schreiben L = L(p, z,x), wobel Dw = Vw =: p' € R", w =: z € R sind. Weiterhin sei
DgL = (Lpy,.. s Ly,)",
D.L = L.,
D,L = (Lgy,....,L.)".

Wir definieren jetzt, wann das Funktional I auf einer Teilmenge X eines Funktionenraums
(setze z.B. M = X C C?(Q)) ein Minimum besitzt.

Definition 30 Sei I : X — R U {oo}. Ein Punkt u € X heifit

a) lokales Minimum von I, falls ein € > 0 existiert mit
Iw] > Iu] Yw € X mit||w—ul||x <e.

b) globales Minimum von I, falls Iw] > Ifu] Yw € X.

Beispiel
Sei X = {w € C'([0,1)),w(0) = 0,w(1) = a} und I(w) = fl(l —w'?)?dz. Fiir a = 1 wird das

0
Minimum in u(z) = = angenommen. u ist ein globales Minimum. Fiir a < 1 existiert kein

Minimierer in X. Sei z, = “:L.
T in [0,z — 1]
Uup, =< —x+1+a in [z, + 1,1]
stetig differenzierbar ergédnzt in (z, — %, Ta+ ).
Es ist
lim I(u,) =0, lim u, =u" ¢ X.
n—oo n—oo
u
‘ 1 =z ‘ T, 1 =z
Abbildung 5.1: Die Funktion u(x) = = Abbildung 5.2: Die Funktion u,,

Satz 17 Besitzt I einen Minimierer in M, dann ist dieser eine Losung einer quasilinearen partiellen
Differentialgleichung 2. Ordnung in Divergenzform, der sogenannten Euler-Lagrange Gleichung

—divLy(Du,u,x) + L,(Du,u,xz) =0.
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Beweis
Wir betrachten Funktionen v € C§°(2) und fithren die Funktion ¢ = i(7),i : R — R, ein:
i(r) == I[u+ Tv],

wobei u ein Minimierer von I[-] ist. Es folgt sofort, dass 7 = 0 ein Minimum von ¢ realisiert.
Dabei gilt die notwendige Bedingung i'(0) = 0. Wir berechnen i’(7) (auch erste Variation,
bzw. Richtungsableitung, genannt) von

i(r) = /L(DU+TDU,U+TU,I‘) dz.
Q

Durch Anwenden der Kettenregel erhalten wir

i'(r) = /Lﬁ(Du +7Dv,u+ Tv,z) - Dvdx + /LZ(DU + 7Dv,u+ Tv,x)vde,
Q Q
woraus
i'(0) = /Lﬁ(Du,u,x) -Dvdx + /LZ(Du,u,x)v dz =0 (5.2)
Q Q

folgt. Durch partielle Integration des ersten Integrals erhalten wir
/[—divLﬁ(Du, u,x) + L,(Du,u,x)lvde =0 Yve CF(Q).
Q

Das Fundamentallemma der Variationsrechnung (Seite 74) liefert uns die Euler-Lagrange
Gleichung

—divLz(Du,u,z) + L,(Du,u,z) =0. (5.3)

Bemerkung
Die Biform (5.2)

a(u,v) = /(Lﬁ(Du7 u,2) - Dv+ L,(Du,u,x)v)dz
Q

entspricht der schwachen Formulierung linearer Randwertprobleme. Die Differentialglei-
chung (5.3) stellt die starke Formulierung als partielle Differentialgleichung dar.

Beispiele
1° Sei L(Du,u,z) = L(p,z,2) = %[p|>. Dann ist L; = pund L. = 0. Daher lautet die
Euler-Lagrange Gleichung zum Funktional I[w] := 3 [ |Dw|? dz
Q

—divp'= —div(Du) = —Au=0.
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Sei L(p, z,x) = %Aﬁ P — zf(x), wobei A eine Matrix aus R™*™ ist. Dann ist Ly = Ap,
L. = — f(x). Das Funktional

Iw] = %/(ADw~Dw—wf(x))dx
Q

besitzt die Euler-Lagrange Gleichung
—div(AVu) = f.

Sei F'(z) = [ f(y) dy gentigend glatt. Wir betrachten das Funktional
0

Iw] = /(%|Dw|2 — F(w))de.
Q

Die Lagrange-Funktion lautet

L(p,27) = Gl ~ F(2).
Daraus folgt die Euler-Lagrange Gleichung
—Au = f(u),
die auch nichtlineare Poisson-Gleichung genannt wird.

Gegeben sei
L(p, 2,m) = (1+ |pl*)% .
Das zugehorige Funktional lautet

] = /(1 +|Dwl)? de.
Q
Die assoziierte Euler-Lagrange Gleichung ist
_div(Ly(Du)) = —div(—E—— ) = —qiy— 2"
(1 +[p1%)> L+ [Duf?)2

Diese Differentialgleichung beschreibt die Minimierung einer Oberflédche.

Wir betrachten die ¢g-Laplace Gleichung. Dazu fiithren wir das Funktional
1
Iw] = / E|Dw|q dz
Q

ein. Es ist
) 1,
Lﬁ(p,Z,IE) = 5|ﬁ‘|
und
—divLy(Du) = —div(|Du|"2Du) = 0.

Diese Euler-Lagrange Gleichung wird ¢-Laplace Gleichung genannt. Fiir ¢ = 2 erhal-
ten wir die Laplace-Gleichung.
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Systeme

Sei 2 C R™ eine beschrénkte offene Teilmenge mit glattem Rand 0Q und @ : 2 — R™,
W(x) = W(w1, 22, ..., 2n) = (Wi (T),..., wn(x))". Weiterhin sei R™*" der Raum aller
(m x n)-Matrizen mit reellen Eintrégen.

Wir betrachten zunédchst die Menge

M = {& € [C*Q)|™ : & = Fauf dQ} .
Das Funktional I auf M besitze die Form

I[w] = /L(Dlﬁ(m), w(x),z)dx, (5.4)
Q

wobei D die Fréchetableitung (Jacobi-Matrix) des Vektorfeldes  ist:

3’[01 - 8w1

Ox1 0Ty
D’Ll_j — . .

Oz Ox .,

Die Abbildung L : R™*" x R™ x ) — R heifit auch in diesem Fall Lagrange-Funktion. Um
die Variaben von L zu kennzeichnen, fithren wir die Schreibweise L = L(P, Z, z) ein, wobei
D =P= (pik) 1§¢g<m, W = Z sind.

1<k<n

Weiterhin sei

oL oL
LP11 o Lpl'n. Op11 Opin
DpL = oo = : .
oL oL
Ly Ly pm1  ODmn
und
oL
L, 921
DzL = : =
oL
Lo 9zm,

Auch hier gilt ein zu Satz 17 analoger, der das Funktional I mit einem System partieller
Differentialgleichungen verbindet.

Satz 18 Besitzt das Funktional (5.4) einen Minimierer i in M, dann ist @ Losung eines nichtlinea-
ren Systems von partiellen Differentialgleichungen (System der Euler-Lagrange Gleichungen)

—divDpL(Di, ii,x) + DzL(Dii, i, x) =0 in€.

Hierbei ist
a1L1711 + a2[’1712 +oeee aanln
divDpL = ‘e
alem,l + 82me2 +eee 8anm,n

ein Vektor aus R™.
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Beweis
Wir betrachten ein ¢ € C§° (2, R™) und fiihren die reelle Funktion i einer reellen Variablen
T ein

i(r) = I[d+ 77].

Die Elemente @ + 70 sind aus M und i(7) ist wohl definiert. Da @ Minimierer ist, muss
i’'(0) = 0 sein.
Nach der Kettenregel ist

i'(1) = /Lp(Dﬂ'—&— DT, U+ 70, 2) : Dﬂ'dx—i—/L;(Dﬁ—l— DT, 4+ 70, 2) - Tdx,
) Q

wobei A: B =", S aixbjy ist. Daraus folgt

i'(0) = /LP(DT[, u,z) : Dvdx + /L;(Dﬁ, u,x) - vdx
Q Q

—/diVLP(Dﬁ7ﬁ,£L') -de—l—/L;(Dﬁ,ﬁ,x) -vdz=0.
Q Q

part. Int

Beispiel
6° Wir betrachten das Funktional

wobei
- ]. N T ]. = T
(@) = 5 (Vi + (V) ) = 5(Dai+ (D))
der linearisierte Verzerrungstensor und
o (W) = Mre(W)I + 2pe(W)

der linearisierte Spannungstensor fiir ein isotropes Material ist. A und p sind Materi-
alparameter. Dann lautet die Lagrange-Funktion

L(P) = %)\ (trP)* + EM(P +PN):(P+PT).

Wir erhalten
P+PT
Lp(P) = )\trPI—f—Qu( +2 ) ,
Lp(DW) = MrDwWI+2ue=o0

und schlieSlich das Euler-Lagrange System der linearisierten Elastizitat

—dive = 0.
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5.2 Existenz von Minimierern

Wir wollen untersuchen unter welchen Voraussetzungen an die Lagrangefunktion L das
Funktional /[-] ein Minimum in einer Teilmenge X eines Sobolevraumes besitzt. Sobolev-
rdume sind umfassender als Rédume stetig differenzierbarer Funktionen und daher gibt
es mehr Kandidaten fiir Minimierer. Charakteristisch ist, dass nichtlineare Probleme in
Sobolevraumen W4(Q),1 < ¢ < oo, betrachtet werden, wobei die Wahl des Exponenten
g von einem gewissen Wachstum der Lagrangefunktion L abhéngt. Aus diesem Wachstum
folgt eine Koerzitivitatsbedingung fiir das Funktional I[].

Koerzitivitit

Wir erinnern daran, dass glatte Funktionen f : R — R, die von unten beschrankt sind, ihr

Infimum nicht immer annehmen. Betrachten wir zum Beispiel f(z) = e” oder f(z) = ﬁ
Esist
0 < inng e’ = lim e” =0,siehe Abbildung 5.3
Tre r— —00
0 < ;Iel]lfQ a2 = wll)rjrgoo a2 = 0, siehe Abbildung 5.4.
y Y
z Vx

Abbildung 5.3: Die Funktion f(z) = e” Abbildung 5.4: Die Funktion f(z) = ﬁ

Stellen wir jedoch eine Bedingung, wie schnell f wichst fiir |z| — oo, z.B. f(x) > c1|x|?—c2,
dann wird das Infimum durch einen endlichen Wert realisiert. Dieses Herangehen wird auf
die Lagrange-Funktionen iibertragen.

Definition 31 (Skalarer Fall) Sei ¢ € R,1 < g < oo. Die Lagrange-Funktion L = L(p, z, x)
geniigt einer Koerzitivititsbedingung, falls Konstanten & > 0, 3 > 0 existieren, so dass

L(p,z,x) > alpl?— 3 VjeR" zcR,ze (5.5)
gilt. Die daraus resultierende Ungleichung

Iw] = /L(Dw,zw) dz > aHDquLq(Q) -B (5.6)
)

mit
||Dw||qu(Q) = ZH&'WH%L}(Q)
i=1

heisst Koerzitivititsbedingung fiir das zugehorige Funktional I[-].
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Bemerkung:
(5.6) folgt aus (5.5), da

(Z?:l pf)
und (307, p7)

Definition 32 (Systeme) Seig € R,1 < ¢ < oo. Die Lagrange-Funktion L = L(P, Z, x) geniigt
einer Koerzivititsbedingung, falls Konstanten & > 0, 3 > 0 existieren, so dass

>y F1E fiir g > 2
niTLYT Ipl? furl < g < 2.

[MEENTSY

>
2

L(P,Z,2)>a|P|"—f3 YPeR™" ZeR" zc0 (5.7)

gilt. Hierbei ist | P| := (P : P)2. Die daraus resultierende Ungleichung
I[w] = /L(Dd)’, W, x)de > oz||D1[;’||qu(Q) -0 (5.8)
Q
mit
1D o) =S Sloswillt. -

i=1 j=1

heif$t Koerzitivititsbedingung fiir I[-].

Bemerkung:
Im skalaren Fall (5.6) und fiir Systeme (5.8) gilt: /[w] — oo fiir || Dw|| 1) — oo.

Beispiele
Wir sehen uns die skalaren Beispiele aus Abschnitt 5.1 an und tiberpriifen, ob die Unglei-
chung (5.5) erfiillt ist.

1° Die Lagrangefunktion L(p, z,z) = %|m2 gentigt (5.5) fiir ¢ = 2 (linearer Fall!).

2° Falls L(p,z,2) = $Ap- p > &|pl? ist, d.h. f(z) = 0 und A positiv definit ist, dann gilt
(5.5) fur ¢ = 2.

3° In diesem Fall ist L(p, z, ©) = 3|p]*> — F(2) und (5.5) gilt, falls F(z) < 3 fiir alle z € R.

4° Fiir L(f, z,x) = (1+|p|?)2 > |p]ist ¢ = 1 wihlbar. Wir werden spiter sehen, dass ¢ > 1
sein muss, damit ein reflexiver Banachraum vorliegt. Dieses Beispiel passt deshalb
nicht in unsere Theorie.

5° Fiir den g-Laplace-Operator erhalten wir unmittelbar die Ungleichung (5.5).

Zulissige Funktionenmenge

Die Ungleichungen (5.6) und (5.8) legen es nahe, Minimierer in W !9(Q) zu suchen. Deshalb
fithren wir die Menge der zulédssigen Funktionen wie folgt ein:

X={weWh(Q):w=gc¢ Wlf%’q(ﬁQ)}.

Neben der Koerzitivitidt betrachten wir nun die Konvexitat der Lagrangefunktion, bzw. des
Funktionals I.
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Konvexitat

Bisher haben wir die notwendige Bedingung i'(0) = 0 betrachtet, die erfiillt sein muss, falls
u ein Minimierer von I[] ist und die Lagrange-Funktion differenzierbar ist.

Wir erinnern jetzt daran, dass i = i(7) in 7 = 0 ein Minimum besitzt, falls i”(0) > 0 ist, d.h.
i ist in einer Umgebung von 0 konvex. Dies folgt sofort aus der Taylor-Entwicklung

Fiir reelle Funktionen von mehreren Variablen lautet die hinreichende Bedingung fiir ein
lokales Minimum in zg:

Sei f :  C R® — R in einer Umgebung von zy € 2 zweimal stetig differenzierbar und
V f(zo) = 0. Falls die quadratische Form

1 w—  O%f
hi,... == Yhihw = b Hh
Q( 1, 5 n 2 2;1 O 8(Ek IO k

positiv definit ist (d.h. Q(ﬁ) > 0 fiir b # 0), dann liegt in x¢ ein lokales Minimum vor.
Hierbei ist

62 g 82
611({;(11 (mo) e 81’18{6” (.’L‘O)
H = H(l’o) = . .
8% f 8% f
Fendm (T0) o g dmn (T0)

die Hesse-Matrix im Punkt x.
Diese Uberlegungen fiithren uns auf die Betrachtung der ,zweiten Variation” des Funktio-
nals I]

. d?
(1) = @/L(DU-kTDv,u—FTv,x)dx‘
9)

Hierbei ist wieder v € C§°(12) eine feste, aber beliebige Funktion.

Es gilt
d d
-1/ _ -/ _
L (T) - dTZ (T) dT/

Q

(i OL(Du + 1Dv,u+ Tv,x) P
U

i=1 Opi

OL
+a—(Du + 7Dv,u + TV, m)) dx
2

n n

2
_ / ZZ 0 L(DU+TDU’U+TU’x)8¢v8jU

OpiOp;

o \i=1j=1

n

O?L(Du + 7Dv,u + Tv, )
2
22 pi02
+82L(Du + 7Dv,u+ TV, ) 22 do
022

o;vv
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Es folgt

noog2
Z oL (Du, u, x)0;v0;v
— = 9piOp;

<.

v?dr  furallev € C5°(Q). (5.9)

Wir tiberlegen nun: falls i”(0) > 0 fiir alle v € C§°(12) ist, dann gilt fiir die quadratische
Form

D & > (i R" Q
ZZ 3 iapj( u,u,2)§6 >0 furalle e R",z € Q,

i=1 j=1

d.h. L ist konvex beziiglich des ersten Arguments p'fiir alle x € .

Wir setzen in (5.9) anstelle von v € C§°(Q2) Funktionen aus H!(Q) ein

o(z) = ep (“”” ; f) o(z), o€ CE(Q),EeR" fest,
B t fallsO <t <1
plt) = {1—15 fallsi <t <1,
p(t+1) = p(t) furte R, (sieche Abbildung5.5).
p(t)
A
7/ N
s AN
AN /7
// N / \\
/
// \\ / \\
’ N d \
: >
1 t
2

Abbildung 5.5: Die Funktion p = p(¢)

p ist schwach differenzierbar und fiir ¢ = fo gilt

v 9p ot 5a) + %
or,  “otom TP
_dp, ov
= E@v(m) + Ep@xi .

Damit wird
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Da |[42| = 1 f.ii. folgt fiire — 0

0< Z Lypip; (Du,u, 2)&€0% de - Vo € CF°(Q) .
q Bi=1

Damit haben wir erhalten: ist u ein gentigend glatter Minimierer und i”(0) > 0, dann gilt
n
> Lpp,(Du,u,2)68 >0 VEER", z €. (5.10)
ij=1
Um Ableitungseigenschaften von L zu umgehen, definiert man:

Definition 33 L ist konvex beziiglich des ersten Arguments p, falls

Lirp+ (1 —=7),z,2) < 7L(p, z,2) + (1 — 7)L(q, 2, x) (5.11)
fiirallep,§e R",ze R,z € Q0<7<1.

L ist strikt konvex beziiglich des ersten Arquments p, falls

Lirp+ (1 —7),z,2) < 7LD, z,2) + (1 — 7)L(q, 2z, x) (5.12)
fiirallep,§e R", p# ¢,z e R,z € Q,0 <7< 1.

Wir sehen uns den Zusammenhang zwischen (5.10) und (5.11) an.

Lemma 12 (Konvexitit und Ableitungen)

a) Sei L : R™ — R differenzierbar. L ist konvex, genau dann wenn
L(p) > L(q) + Dp,L(Q) - (P —q) VP, d€R". (5.13)

b) Sei L : R™ — R zweimal differenzierbar. L ist konvex, genau dann wenn

n

> Ly, (@i —a)(p; —¢;) 20 Vp,ER".

ij=1

Beweis
a) Sei g(1) = L(tp'+ (1 — 7)¢). Dann lautet die Konvexitdtsungleichung

g(r) < 79(1)+(1-17)g(0)
& 719(1) > g(1) —g(0) 4+ 79(0)
& g(1) > g(0)+ o) ~9(0)

Falls L differenzierbar ist, so folgt ¢’(0) = VL - (p— §).
b) siehe [13] oder [12].
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Weiterhin gilt fiir konvexe Funktionen folgende Abschitzung.

Lemma 13 [4, S.621] Sei L : R™ — R konvex. Dann existiert fiir jedes ¢ € R™ ein 7 € R", so dass
fiir alle p € R™

Lp) = L) +7-(P—q) (5.14)

ist.

Beispiele

1° Fiir L(p, z, #) = 5|p]” gilt, dass die Hessematrix mit der Einheitsmatrix iibereinstimmt.
Dabher ist L beziiglich p'konvex.

2° Esist L = 1 Ap"p, g—é = (Ap); und %(’)Lm = a;j. In diesem Fall ist L konvex beziiglich

des ersten Arguments, falls die Zahlenmatrix A positiv definit ist.
3° Da L = L(p, z,x) = 3|p|? — F(z) ist, folgt wie im Beispiel 1° die Konvexitt.

Die Uberpriifung der Konvexitdt der Lagrangefunktionen zu den Beispielen 4° und 5° auf
Seite 114 wird als Ubung empfohlen.

Wir wollen nun zeigen, dass aus der Koerzitivitidt und Konvexitdt von L die Existenz eines
Minimierers von I[-] in der zuldssigen Menge X folgt. Dabei ist es notwendig, den Begriff
einer minimierenden (infimierenden) Folge zu diskutieren und eine ,gewisse Stetigkeit”
des Funktionals zu garantieren.

Schwache Unterhalbstetigkeit

Es sei

ing( Iw)=m, X ={weW"(Q),w=gaufdQ}. (5.15)
we

Dann existiert eine Folge von Funktionen u; € X, so dass
klim Ifug] =m. (5.16)

Eine solche Folge wird minimierende bzw. infimierende Folge genannt.
Es treten die Fragen auf

1) Konvergiert u; zu einem Element v € X ?

2) Wennja, ist inf e x Ifw] = Ifu] =m?

Sehen wir uns die Koerzitivatsungleichung (5.6) an. Es ist
q
a||Dw||Lq(Q) <Iwl+p YweX, (5.17)

d.h. die Elemente u;, der minimierenden Folge besitzen beschrankte Ableitungen in L,(€2).
Auflerdem konnen wir garantieren, dass

lukllz, @) <e. (5.18)
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Das kann man wie folgt sehen: Sei w € X beliebig. Dann ist uy, —w € W*?(Q). Wir erhalten

lukllz, @) = lur —w+wlz, @) < lluk —wlr, @ + v, @
Poincaré - Fr. (5.17) ~
< c||Duy — Dw|| +¢ < é. (5.19)

Daher ist die minimierende Folge (uy) in W14(Q) beschrankt. Fiir ¢ > 1 ist WH9(Q) ein
reflexiver Banachraum, d.h.: es gibt eine schwach konvergente Teilfolge {u; } von {u;.} mit

up, =~ u inWhH(Q). (5.20)

Wir bemerken jedoch, dass wir nicht beweisen kdnnen:

limg o0 T{ug] =m
Uk, —Uu

} = Iul=m.
Beispiel

Es sei

wobei v € X = W4((0,1)) ist.

1° Esistinf,ec x I[u] = 0. Um dies zu sehen, konstruieren wir eine minimierende (besser
infimierende Folge) (uy)n=1,.., %, € X, mit lim,_. I[u,] = 0. Wir unterteilen das
Intervall (0, 1) in n Teilintervalle

1 2 n—1

1
0,1)=0,—-)U|[—,—)U---U 1
0.1)=(0,-) Ul =) U U[* 1)
und setzen
0 ine=%k=0,...,n,
un(z) = % inx:m;nl,k:O,...,n—l,
linear ergénzt sonst.
u
I
2n
0 1 2 1 i
Abbildung 5.6: Die Funktion u,,
Es ist

1 o
0 < un(o) £ g € WO D)) = { T
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und

(1= ()2 + 3 (n (@)%) do < 3 — Offirn — oo

=

Tun] = / (

2° Es gilt I'lu] > 0 fiir alle v € X. Wire I[u] = 0, dann héitten wir

1
/i(lf(u')Q)zdx =0 (5.21)
0

1
und / %qux = 0. (5.22)
0

Aus (5.21) folgt v’ = £1 f.4. und aus (5.22) v = 0 f.ii., was nicht sein kann.
3° Esist

1

1
||| o |ul |*dx + [ |u,|* dz
Wh4((0,1) !
’ 0 0
1
16n4’

< 1+ (5.23)

d.h. (u,,),, ist eine beschrénkte Folge in W14((0, 1)) und es existiert damit eine schwach
konvergente Teilfolge (up;);, un; — u. Wir haben also

a) limy, 00 Iu,] =0

b) u,, —u € VI;M(Q)

c) Ifu] #0.
[
Es reicht aber aus zu garantieren, dass
Ifu] < lim inf ITuy,] .
j—00
In diesem Fall wére
Iu] < m,
m = iof Ifw] <I[u],
weX
d.h. u ist tatsédchlich ein Minimierer.
Wir fassen die Erlduterung zusammen und definieren:
Definition 34 Das Funktional I[-] ist schwach unterhalb folgenstetig in W14(Q), falls aus
up —u WhH(Q)
folgt
Ifu] < lim inf I uy] . (5.24)

k—o0
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Satz 19 Sei die differenzierbare Lagrange-Funktion L von unten beschrinkt und die Abbildung
p — L(p,z,x) konvex fiir alle z € R,z € Q. Dann ist I[-] schwach unterhalb folgenstetig in
wha(Q).

Beweis

Wir betrachten eine Folge (uy)r=1,2, .. die schwach in W14(Q) konvergiert:
up —u  inWhe(Q).
Wir setzen

I = lim inf I'ug].

k—oo

Wir wiéhlen eine geeignete Teilfolge von (uy), die ebenfalls mit (uy) bezeichnet wird, so dass
I = limy,_, o Tug] ist. Wir zeigen, dass I[u] < [ ist.

kompak
1.Schritt: Es gilt Wh4(Q) b L,(), d-h. aus uy, — uin W(€) folgt uy — uin Ly(S).

Daraus folgt u;, — u f.4. in €2 und somit

up — ugleichméfig inQ, 2. — Q| <e. (5.25)
Sei
1
F.={x € Q:|u(z)|+ |Du(x)| < g} (5.26)
Dann haben wir
|Q—F.|—0 fure—0.

Wir setzen G, = 2. N F;. Dann gilt

Q-G =0 fire—0. (5.27)
2.Schritt: Sei
L >0 (sonstsetze L = L+ (3). (5.28)
Dann ist
(5.28)
Iug] = /L(Duk,uk,x) dz > /L(Duk,uk, x)dx
Q Ge
(.12)
> /(L(Du,u;wx) + DpL(Du,ug, x) - (Dup, — Du)) dx (5.29)
Ge

Da in G, (5.25) und (5.26) gilt, folgt

klim L(Du,ug,x)de — /L(Du,u,x) dx.

Ge Ge
1
Da Lz(Du, ug, x) e DzL(Du,u,x) in G und Duy, — Duin L9(Q, R™) erhalten wir

klim D, (Du,ug, x) - (Du — Du)dz =0. (5.30)

Ge
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3.Schritt: Wir erhalten aus (5.29) und (5.30)

I = klim Ifug] > /L(Du,u, z)dz Ve >0 (5.31)
Ge
I > /L(Du,u,x) dz = Iu] . (5.32)
Q

Damit gilt die Behauptung (5.24)

Iu] < lim inf Iug) =1.

k—oo

Bemerkung
Satz 19 gilt auch, falls keine Differenzierbarkeit von L vorausgesetzt wird. Man benutze
Lemma 13 anstatt (5.12).

Satz 20 (Existenz eines Minimierers) Die differenzierbare Lagrange-Funktion L geniige einer
Koerzitivititsungleichung fiir ¢ > 1 und sei konvex beziiglich p. Die zulissige Menge X sei nicht
leer. Dann existiert ein Element uw € X, so dass

Iu] :glelglgf[w}

Beweis

1. Auswabhl einer minimierenden Folge.
Sei m = inf,,¢c x I[w]. Wir wéhlen eine minimierende Folge (ux)x=1,2...

Iug] — m. (5.33)
2. Beschrankteit der minimierenden Folge.

Wir kénnen annehmen, dass L(7, z, 2) > @|p|? ist, d.h. § = 0. Falls nicht, kénnen wir
L = L + B anstelle von L betrachten. Es folgt, dass

Iw] = | L(Dw,w,z)dz > « [ |Dw|?dz (5.34)
/ /

ist. Daher gilt nach (5.33)

s%pHDukHLq(Q) < 0.

Da u; € X kénnen wir analog zu (5.18) folgern, dass ||ux| ey < c. Daher ist die
minimierende Folge (uy)r=12,... in W9(Q) beschréankt.

3. Schwache Konvergenz einer Teilfolge
Eine beschrankte Folge in einem reflexiven Banachraum besitzt eine schwach konver-
gente Teilfolge

up, = u nWI(Q).
u € X,d.h. ulgg = g.
Da fiir ein w € X, ui, —w € WH4(Q) und diese Menge schwach abgeschlossen ist,

o
muss u — w € W9(Q) sein. Das bedeutet u|sq = g.
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4. Konvexititit, Satz 19
Satz 19 sichert, dass Iu] < lim;_, o inf ITu,] = m und daher

Iu) :mzlrunei?(l[w].

Eindeutigkeit

Im allgemeinen kénnen mehrere Minimierer auftreten. Betrachten wir das Beispiel

I[u) = /(1 —@)?)2de inW((0,1) = X .
0

U1 U2
1
27T T T i
I 141
! 1
|
| > -
0 1 1 T 0 1 x
2
Abbildung 5.7: Die Funktionen u; und us
Es ist
inf I'lu] = 0,
ueX
Ilw] = 0,u; € WH4((0,1)) siehe Abbildung 5.7,
Tug] = 0,u; € WH((0,1)) siehe Abbildung5.7.

L sei weiterhin nach p' differenzierbar.

Satz 21 Sei I[u] = [ L(Du,z)dx, d.h. die Lagrange-Funktion hingt nicht von z = u ab. Aufler-
Q
dem existiere eine Konstante ¢ > 0, so dass
> Ly, (B2)6&5 > clé]* VHEER", z€Q. (5.35)
ij=1

Dann gilt:
Falls ein Minimierer von I[u] in X = {u € Wh4(Q) : u = g,q > 1} existiert, dann ist er
eindeutig.

Beweis

Seien u; und uy zwei Minimierer von I[u] in X und @ = “£*2. Die gleichméfige Konve-
xitdtsbedingung (5.35) besagt, dass die Lagrange-Funktion
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konvex ist. Daher ist nach (5.13)

L(p.x) > L(q,x) + DsL(q,z) - (F ~ @)
Es folgt
L) el > L@ o 4 Do) -3 - i -0
und damit
L7 > U.0) + DpL(de) - -+ e[0T .
—sia

Wir erhalten

. . . . c . I

Duy+Dus __
s =

Wir setzen ¢’ = D, p'= Duy und integrieren (5.36) tiber €:

_ N i c
/L(q,x) + DzL(q,xz)(p—q) + §|p —q*dx
Q

D
/D~L 2 e ede Y §|Du1 — Duy|?da < I(wy).

Duy +Du2

Fiir ¢= , 0= Duy gilt entsprechend

/DﬂL D“Q) g\Dul — Dus|?dz < I(u). (5.37)

Bilden wir ((5.37)+ (5.37))/2, dann folgt

Iw] + I[ua] ; Iua] (5.38)

Ia] + §/|Du1 — Dup|?dz <

und
= Ifuy] = ITus]. (5.39)

Da
Iuq] = Tug] = ur}rgl{ Tw] < Ifuq] = Iug)

muss Du; = Dus f.ii. in Q sein, d.h. u; und us unterscheiden sich nur durch eine Konstante.
Da uy = ug = g auf 0Q folgt u; = us f.i. in Q. [

Beispiele
1° Sei L(p, 2, ) = 1[p1* (Au = 0in Q,u = g auf Q). Dann ist 37| L., &€ = [€]

2° Fiir L(, z,2) = AP - Fist Y7, Ly, &€ = € AE > ¢||€]|?, falls A positiv definit ist.
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3° Wir betrachten die Lagrange-Funktion fiir den g-Laplace Operator
L =L(p,z,x) = ;|p|*. Es ist

L;Dipj (ﬁ) = |ﬂq74(5ij |ﬁ|2 =+ (q - 2)pipj)

und fiir g # 2 ist

SN Ly, 0ping = (a — D151 2 el

i=1 j=1

fiir ¢ # 2, fur alle p'= E € R”. Damit ist L = L(p) nicht gleichm&fig konvex.

Eindeutigkeit und strikte Konvexitit

Die Eindeutigkeit eines Minimierers kann man auch garantieren, wenn man die strikte Kon-
vexitdt beztiglich der Argumente p'und z fordert.

Definition 35 L : (p,z) — L(p, #, x) ist strikt konvex, falls
L(rpr + (1 —7)pa, 721 + (1 — 7)29,2) < TL(P1, z1,2) + (1 — 7) L(Pa, 22, )

fiir alle (pi, z;) € R"TL i =1,2,(py, 21) # (p3, 22) fiirallex € Q,V7 € (0,1) gilt.

Bemerkung

Ist L differenzierbar nach pund z, dann ist die strikte Konvexitdt dquivalent zu

L(ﬁlvzla‘r> > L(ﬁQ,ZQ,I) + DﬁL(ﬁ2722,I) : (ﬁl *52) + DZL(ﬁ27227x)(21 - 22)
V(Pi, zi) € R' (P1,21) # (P2, 22), Yz € Q. (5.40)

Lemma 14 Ist L : (p,z) — L(p, z, x) fiir alle © € Q) strikt konvex und besitzt I[-] einen Minimie-
rer in X, dann ist dieser eindeutig bestimmt.

Beweis
Seien u; und us zwei Minimierer von I[w] = [ L(Dw, w,z) dz,uy # us.
Q

Dann folgt aus (5.40)
L(Duq,u1,x) > L(Dua, ug,x) + DyL(Dusg, ug, ) (Dui — Dug) + D, L(Dus, ug, x)(u1 — uz)
und

Iuy] > Ifus] + /DﬁL(DuQ,uz,x)(Dul — Dug) + D, L(Dug,ug, x)(u; — us)dx.
Q

o
v = u; — uy befindet sich in W14(£2). Da uy Minimierer ist, verschwindet notwendigerweise
das Integral auf der rechten Seite. Damit ist I[u1] > I[uz] und u; ist kein Minimierer. |
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Schwache Losungen von Euler-Lagrange Gleichungen

Wir haben gesehen, unter welchen Voraussetzungen ein Minimierer in X fiir ein gegebenes
Funktional I : X — R, I[u] = [ L(Du,u,z)dx, existiert. Wir untersuchen jetzt die Frage,
Q

wann ein solcher Minimierer schwache Losung der entsprechenden Euler-Lagrange Glei-
chung ist. Wir haben bereits gesehen, dass fiir eine differenzierbare Lagrange-Funktion L
aus der notwendigen Bedingung i’(0) = 0 fiir einen gentigend glatten Minimierer v folgt

/DﬁL(Du, u,x) - Vo+ D, L(Du,u,z)vde =0 Yo € C5°(Q).
Q

Da C§°(9) dicht in W4((Q) ist, kommen wir unmittelbar zu folgender Definition:

Definition 36 Ein Element u € X = {w € WH4(Q) : w = gaufdQ} ist schwache Lisung des
Randwertproblems

—divDzL(Du,u,z) + D.L(Du,u,z) = 0 inQ (5.41)
u = g aufoQ),
falls gilt
/DﬁL(Du,u,x) Vv + D,L(Du,u,z)vdr =0 VYve Wh(Q). (5.42)

Q

Satz 22 Die differenzierbare Lagrange-Funktion L geniige folgenden Wachstumsbedingungen: es
existiere eine Konstante ¢ > 0, so dass

\L(@,z,2)| < e(|pl” + 2| + 1) (5.43)
|DpL(p,z,2)] < e(|pl?" + 2|77 + 1) (5.44)
IDL(P,z,2)] < e(|p™" + 2|71 +1) (5.45)

fiiralle 7 € R™, z € R,z € Q. Dann ist ein Minimierer u € X = {w € WH49(Q) : w = gaufoQ}
von I[],

Ilu] = miy Iu],

eine schwache Losung von (5.41), d.h. die Relation (5.42) gilt.

Beweis
Die Bedingung (5.43) sichert, dass fiir ein beliebiges v € W14(Q2)

i(r) :==Iu+7v], 7€eR,

wohldefiniert ist. Damit existiert der Differenzenquotient fiir 7 # 0

i(m) —i(0) _ / L(Du+1Dv,u+ tv,2) — L(Du, u, ) da
T T
Q
= /LT(x) dz.
Q

Aufgrund der Differenzierbarkeit von L existiert der Differentialquotient

lim L™ (z) = Dp(Du,u,z) - Dv + D, (Du,u,z)v f.i..

T7—0
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Weiterhin ist

i'(0) = lin%) ir) =iv) lin%) L7 (z)dz bebesgue / lir% L7 (z)dz
T— T T— T—

Q Q

/Dﬁ(Du, u,x) - Dv+ D, (Du,u,z)vdz
Q

wohl definiert. Die Vertauschbarkeit lim [ = [lim folgt aus dem Satz von Lebesgue, da
L7 (z) durch integrierbare Funktionen majorisiert wird:

L7(x) < c(|Dul? + [u]? + |Dv|? + |v]? + 1) . (5.46)

Die Abschidtzung (5.46) konnen wir wie folgt zeigen: Da L differenzierbar ist, gilt

T

1 d
L7 (x) = ;/gL(Du+st,u+sv,x)ds
0
1 T

- / (Lp(Du+ sDv,u+ sv,z) - Dv+ L.(Du+ sDv,u+ sv,z)v) ds
-
0

T

/(|L5(Du + sDv,u+ sv,x)||Dv| + |L,(Du + sDv,u + sv, x)||v|) ds
0

WG 1 [ |Ly(Du+ sDv,u+ sv,2)|¢ | Dol
+ +

IN
N

q/

S —

T q q
0

L.(Du+sD ¢ a
+| S(Du+s (;}/,u+sv,x)| +v_> ds

1 7 / ’
c—/ (|Du +5Dv|7 @Y 4y 4 50|77 D 41 4 | Dol? + |v\q> ds
-

0
r

(5.4),(5.45)
<

q' (¢—1)=¢ 1
< c— / (|Dul? 4 s?| Dv|? + |u|? + s?|v|T+ 1 + |Dv|? + |v]?) ds
T

0
7 beschrankt

c[|Duf + [ul? + |Do|* + Jo]* +1].

Da u Minimierer von I[-] ist, muss ¢'(0) = 0 sein. Damit ist

i'(0) = /D,y(Dmu,x) Vv + D,(Du,u,z)vdr =0 Yo € WhHi(Q)
Q

und u ist schwache Losung. [

Umgekehrt kann man jedoch nicht garantieren, dass jede schwache Losung ein Minimierer
des entsprechenden Funktionals ist. Es gilt jedoch:

Lemma 15 Ist die differenzierbare Lagrange-Funktion L : (p,z) — L(p,z,x) konvex fiir jedes
x € §, dann ist eine schwache Losung uw € X ein Minimierer des entsprechenden Funktionals.
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Beweis

Sei u schwache Losung, d.h.

/(DﬁL(Du, u,z) - Dv+ D,L(Du,u,z)v)de =0 Yov € Wj'l’q(Q) . (5.47)
Q

Die Konvexitdtsungleichung lautet
L(py, z1,2) = L(P2, 22, %) + DpL(P2, 22, ) - (P1 — P2) + D.L(p2, 22, ) (21 — 22) . (5.48)

Sei p» = Du(x), 22 = u(x),p1 = Dw(x),z1 = w(z), wobei w ein beliebiges Element aus X

ist. Dav = u —w € WH4(Q), folgt nach Integration von (5.48) iiber 2 unter Beachtung von
(5.47)

Iw] > Iu] Ywe X,

d.h. u ist ein Minimierer. [ ]

Bemerkung

Die direkte Methode der Variationsrechnung befasst sich damit, direkt nachzuweisen, dass
ein gegebenes Funktional I = I[w] ein Minimum in X besitzt. Ist dieses Minimum gentigend
glatt und die Lagrange-Funktion geniigend oft differenzierbar, dann wird es eine Losung
der Euler-Lagrange Gleichung sein.

Die indirekte Methode der Variationsrechnung geht von einer Euler-Lagrange Gleichung
aus. Diejenigen Losungen sind herauszusuchen, die Minimum eines zugeordneten Funk-
tionals sind.

Wir haben folgende Ergebnisse hergeleitet:

Direkte Methode
Sei Ilw] = [ L(Dw,w, z) dz.
Q

(i) L gentige einer Koerzitivitsungleichung
|L(5, z,2)| = &lpl" — 5. (5.49)

(if) L sei konvex beztiglich p.

(iii) X = {w e WhH4(Q),w = gauf 9Q} sei nicht leer.

Dann existiert ein u € X, so dass

Iu] :lrunelgl(l[w}

Ist die Lagrange-Funktion L differenzierbar nach p'und z und geniigt Wachstumsbedingun-
gen

LD, z,)] < e(Ipl? + 12" + 1),
LB, z,2)| + | LB, 2,2)] < el + 2771 + 1),

dann ist ein Minimierer von I[-] schwache Losung der Euler-Lagrange Gleichung, d.h.

/Lﬁ(Du, u,z) - Dv+ L,(Du,u,r)vdr =0 YoveWhH(Q).
Q
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Indirekte Methode

Ist die differenzierbare Lagrange-Funktion L : (p, z) — L(p, z, z) konvex in (5, z), dann ist
eine schwache Losung u € X ein Minimierer des entsprechenden Funktionals.

Spezialfall (Linearer Fall)

Satz 23 Sei I[u] = 1a(u,u) — (F,u) ein Energiefunktional, wobei a(-,-) : V x V — R,

V C WY2(Q), eine symmetrische V-elliptische Bilinearform ist und F € V'. Dannist I[-] : V — R

strikt konvex. Es existiert ein eindeutiger Minimierer u € V, der Losung des schwachen Problems
a(u,v) = (F,v) YveV

ist, d.h.

Iu] = {)Iél‘r/l Iv] < a(u,v) = (F,v) YveV. (5.50)

Beweis:

1.Schritt Wir formulieren die strikte Konvexitit fiir Funktionale

Definition 37 (konvexes Funktional) Ein Funktional J : K C V — R, definiert auf einer
konvexen Teilmenge K eines Vektorraums V ist konvex, wenn fiir alle u,v € K, o € [0, 1] gilt

J(oau+ (1 —a)v) < aJ(u)+ (1 —a)J(v).
J ist strikt konvex auf K, wenn fiir u,v € K,u # v, a € (0,1) gilt
Jou+ (1 —a)v) <aJ(u)+ (1 —a)J(v). (5.51)
Satz 24 (Konvexitit und Ableitungen) [22, 5.247,5.249ff]

Sei J : K — R ein Funktional iiber einer konvexen Teilmenge K C V eines normierten Vektor-
raums V. J sei differenzierbar auf K. Dann gilt

a) J ist konvex auf K genau dann, wenn

J(v) > J(u) + J'(u)(v —u) Yu,veK.

b) J ist strikt konvex genau dann, wenn
J() > J(u) + J'(u)(v—u) Vuve K, u#nv.
Weiterhin wird J auf K genau dann fiir ein w € K minimal, wenn
J'(w)(u—v) >0 VveK.

Ist die Menge K offen, so wird J fiir ein w € K genau dann minimal, wenn J'(u) = 0 ist.

2.Schritt Um den Satz 23 zu beweisen, benutzen wir Satz 24 und zeigen zunéchst die Rela-
tion (5.51). Dazu berechnen wir J'(u)(v — u): Es ist

J(u+ h) = J(u) + J' (u)h + o||h]). (5.52)



130 KAPITEL 5. VARIATIONSMETHODEN FUR NICHTLINEARE PROBLEME

Wir erhalten

1
J(u+h) 5@(u—|—h,u+h)—<F,u—|—h>

1 1
= Ea(u7u)+a(u7h)+§a(h,h)—<F7u>—<F,h>

1 1
= §a(u,u)— < Fyu>+a(u,h)— < F,h > +§a(h,h) (5.53)

= J(u)+ J'(wh+of||A]),
mit J' (u)h G2 a(u,h)— < Fh > . (5.54)

Aufgrund von (5.54) ist fir h = v —u

J(u)+ J' (u)(v—u) = %a(u,u)— < Fyu>+4a(u,v—u)— < F,u—u>  (5.55)

1
= —§a(u,u) + a(u,v)— < F,v > (5.56)

und

1
Jw) = §a(v,v)— < F,v>

1
> —Ea(u,u)+a(u,v)—<F,v>

2 @)+ I (@) - ),

da

1 1 1
§a(v,v) + Ea(u,u) —a(u,v) = ia(u—v,u—v) >0 Yu#uwv.

3.Schritt Die Relation (5.50) kann wie folgt bewiesen werden.
Wir nehmen zunéchst an, dass a(u,v) =< F,v > ist fur allev € V.
Dann ist

Ju+tv) = Ju)+ta(u,v)— < F,o>]+ %tza(v,v)

N on %tQG(v,v) > J(u) VieR.

Es folgt
J(u) = min J(v).

veV

Nun nehmen wir an, dass J(u) = min J(v). Das Minimum eines strikt konvexen Funktio-
nals ist eindeutig bestimmt. Ist g(¢) = J (v + tv) minimal fiir ¢ = 0, dann ist

(5:54)

9'(0) = J'(u)v a(u,v)— < F,o >=0

und somit folgt a(u,v) =< F,v > VYveV. |

Bemerkung
Betrachten wir eine konvexe Teilmenge K C V statt des ganzen Vektorraums V/, so bekom-

men wir eine dquivalente Variations-Ungleichung.

Lemma 16 Sei die Bilinearform a(-,-) V-elliptisch (positiv definit). Sei K C V eine konvexe
Teilmenge. Dann gilt fiir u € K

J(u):migj(v)ﬁa(u,v—u) ><Fv—u> YveK.
ve
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5.3 Systeme

Wir haben bereits im Abschnitt 5.1 Funktionale I = I[w] und entsprechende Systeme von
Euler-Lagrange Gleichungen betrachtet. Die Unterschiede zu den skalaren Gleichungen
waren nur technischer Natur. Die Aussagen des Abschnitts 5.2 konnen deshalb ohne Schwie-
rigkeiten auf Systeme {ibertragen werden. Wir formulieren daher nur die wichtigsten Be-
griffe und Ergebnisse.

Konvexitat
Sei

I =1 := /L(Du’ﬁu’ﬁgc)dac7
Q

wobei @ : @ — R™, L : R™*" x R™ x @ — R. L ist konvex beziiglich P = D, falls

L(rP+(1-7)Q,%2) < 7L(P,Z,2)+ (1-7)L(Q, % )
VP,QeR™ ™ 7eR™ z€Q,0<7<1. (557)

Koerzitivitsungleichung

Die entsprechende Koerzitivitsungleichung zu (5.5) lautet:
Es existieren Konstanten & > 0, 5 > 0 und ein ¢ € (1, 00), so dass

L(P,Z,z) > a|P|"—3 VP eR™", (5.58)

wobei |P| = VP : P.

Damit wird die entsprechende Menge X eingefiihrt als
X = {w € Wh(Q)]™ : @ = gauf 9N} . (5.59)

Satz 25 Sei L konvex in der Variablen P und geniige der Koerzitivitsungleichung (5.58). Die Men-
ge X, definiert in (5.59), sei nicht leer. Dann existiert ein @ € X, so dass

I[d] = mui}n I[w].

Satz 26 Die differenzierbare Lagrange-Funktion L geniige den Wachstumsbedingungen fiir eine
Konstante ¢ > 0:

|L(P,Z, )|
\DpL(P,Z,2)| + |D.L(P, Z,2)|

c(|P]?+ 1217+ 1),
c(|P)97 4 |29 4+-1)

INIA

fiir alle P € R™*™, 2 € R™, x € Q. Dann gilt fiir ein « € X mit

I@] = min I[a],

dass U schwache Losung des Systems der Euler-Lagrange-Gleichungen ist, d.h.

/DP(DU, @, x) : DU+ Dz(Di, i,z) - vde =0 V&e [WhHi(Q)™.
Q
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Polykonvexitit

Es gibt Systeme von Euler-Lagrange Gleichungen, bzw. Lagrange-Funktionen, die z.B. das
Verhalten nichtlinearer elastischer Materialien beschreiben, die nicht konvex sind. Trotz-
dem kénnen die Methoden der Variationsrechnung angewandt werden. Bisher hatten wir
gezeigt, dass aus der Konvexitédt die schwach unterhalb Folgenstetigkeit folgt. Die Konve-
xitdt wird durch den Begriff der Polykonvexitét ersetzt.

Definition 38 (Polykonvexitit) Sei m = n und L(P,Z,xz) = F(P,det P, Z,z) = F(P,r, Z,z),
wobei P € R™*™, 2 € R™,r € R,z € Q. Die Lagrange-Funktion L ist polykonvex, falls fiir jedes
feste Z und x die Abbildung

F:(Pr)— F(PrZzx)

konvex ist.

Beispiel: Hyperelastische Materialien

Die Existenz von Minimierern fiir hyperelastische Materialien wurde von J.Ball (1977) un-
tersucht. In diesem Fall wird das elastische Energiefunktional durch eine Lagrange-Funktion
der Form

L(P,x) = L(P,Cof P,det P,z), P €R¥?

beschrieben. Die Polykonvexitidt besagt in diesem Fall, dass L konvex ist beztiglich des
Arguments (P,©0,7); © = Cof P = det PP~ .

Satz 27 [4, 5.456] Sei n < g < oo. Sei L von unten beschriinkt und polykonvex. Dann ist

I[w] = /L(Dw’, det(Dw),w, ) dx
Q

schwach unterhalb folgenstetig.

Satz 28 [4, 5.457] Sein < q < oo und L geniige der Koerzitivitsungleichung (5.49) und sei
polykonvex. Die Menge X = {w € [WhH4(Q)|", @ = Gauf OQ} sei nicht leer. Dann existiert ein
u € X, sodass

1[4 = min I|w].
[@] = min IuJ]
Beispiele

1° Lineare Elastizitat

Esist L(P) = 3o (P) : &(P), wobei e(P) = $(P + P") und o(P) = Atre(P)I + 2ue(P)

sind. Wir untersuchen, ob die Lagrange-Funktion L konvex ist, indem wir tiberpriifen,
wann
L(Pl) > L(PQ) + LP(PQ) : (Pl — PQ) VP1,P2 S Rnxn7pl 7& Py
gilt. Da Lp(P,) = o(P,) ist, folgt
1 1
L(Pl)—L(P2)+LP(P2)Z(PQ—Pl) = §J(P1)Z€(P1)—§J(P2) Z€(P2)
+O’(P2) : (P2 - Pl) .
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20

Beachten wir, dass € der symmetrische Anteil von Du ist und ¢ symmetrisch ist, dann
ergibt sich
L(P) = L(P;) + Lp(P2):(P2—P)
1 1
50’(P1) : E(Pl) + ig(PQ) : €(P2) 7U(P2) : €(P1)
1
= Stre(P))? +2u(e(P)?* + A(tre(P2))? + 2u(z(P2))?]
—Mre(P)tre(Py) —2ue(Ps) : e(Py)
N (trE(Pl) tre(Py
V2 V2

fur A, ¢ > 0. Konvexitit liegt vor, wenn (P, — P») # 0 bzw. tre(Py — P;) # 0, d.h.
wenn die Differenz P; — P, keine schiefsymmetrische Matrix ergibt. In der Konve-
xitdtsungleichung werden Randbedingungen nicht beachtet.

2
’) T ule(Py) — (P > 0

Unter Beachtung von Randbedingungen erhalten wir folgende Aussage. Die dem ho-
mogenen Dirichletproblem der linearen Elastizitdt zugeordneten Bilinearform

a(u,v) = /U(U) re(u)dr w,ve (H?l(Q))” =V
Q

gentigt den Voraussetzungen des Satzes von Lax-Milgram und das Funktional
I:[HY(Q)" — R
Iu] = %a(u,u) — (F,u)
mit F' € V' ist nach Satz 23 strikt konvex.
Wir betrachten die Lagrange-Funktion
L=L(P)=[tr(PPT)]3,¢>1.
Esisttr (PPT) = P: Pund
Lp(P) = qltr (PPT))E7'P = q|P|*P.
Wir priifen, ob L konvex ist.

L(Pl)fL(Pz) + LP(PQ)I(PQ*Pl)

= ‘Pl‘q—|P2|q+q‘P2|q72(|P2‘2—P2 Zpl) (560)
= |P|94 (¢ — 1)|P2|? — q|Ps|T2(Py : P) (5.61)
> |PiT+ (q— 1)|Py|? — q| Py | Pyl (5.62)

: , ; cab— 2l 4 b 141
Wir wenden die Youngsche Ungleichung an: ab = - + %, 4 4+ 7 = 1, und erhalten

P, |(a—1)d P e
rechte Seite 2|P1q+(q—1)P2q—q<| 2| - +| 1| =0,
q q

d.h. L ist konvex. Ist ¢ = 2, dann ist

(5.61) 2 .
L(Pl)—L(P2>+Lp(P2)Z(PQ—Pl) = |P1—P2| >0furP17éP2

und es liegt strikte Konvexitét vor.
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Geometrisch nichtlineare Materialien (St. Venant Materialien)
In diesem Fall ist der Verzerrungstensor

1
e(u) = i(Du + Du' + Du' Du),
o(u) = Mrel +2ue.
Die elastische Energiedichte
1
L= 30 €

wird durch P = Du in folgender Form ausgedriickt.

2 2
L(P) = — (SAI “) & (PTP) + (“;3 “) tr (PTP) 4+ %Cof(PTP) LR

8

Da Cof (PT P) = Cof PTCof P = (Cof P) T Cof P folgt
L(P) = L(P,Cof P).
Diese Lagrange-Funktion ist nicht polykonvex.

Physikalische nichtlineare elastische Materialien vom Potenztyp
Der Verzerrungstensor hingt linear vom Deformationsgradienten Du ab:

e(u) = %(Du + DuT) )

Die Spannungs-Verzerrungsrelation ist jedoch nichtlinear, z.B Ramberg/Osgood Ma-
terialien

3a (o, \"!
=Aoc+>-= == D
£ U+2E(ay> o,

wobei 0 = o — Ltrol, 0. = \/g |oP|, o, FlieBspannung, &, E,n Materialkonstanten
sind. Hier ist die Lagrange-Funktion:

1
§(AUZJ)+S|UD|‘1, g=n-+1.

Sie ist fiir ¢ > 2 strikt konvex. Man spricht von Materialien vom Potenztyp, wenn fiir
die Lagrange-Funktion gilt

Co+Ci|P|" < L(P) < Ca(1+([P[%)

ILp(P)] < c(1+[P|"Y)

[DRL(P)| < c(1+|P|"7?)
DLL(P)[B,B] > c(k+|P|P7%BJ*.

Die letzte Bedingung garantiert die Konvexitat.
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Der Raum Vg, 91

Der Raum W*?(Q), 77

Der Raum W*?(Q)), 86

Der RaumH*(Q), 77
Dichtefunktion, 17, 24
Differentialgleichungen
charakteristische, 33
Diffusion, 20, 26
Diffusionsgleichung, 22
inhomogene, 22
Diffusionskonstante, 20, 21
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Diffusionsprozesse, 20

Dini Formel, 63

Dinische Formel, 59

Dirichlet Bedingung, 26

Dirichlet Problem in der Kugel, 63

Dirichletproblem fiir die
Poissongleichung, 89

Duale Paarung, 79

Eindeutigkeit, 46, 70
Elastische Schwingungsgleichungen, 12
elliptisch, 50
energetisches Skalarprodukt, 83
Energiedichte

elastische, 134
Energiefunktional, 107
Energiemethode, 72
Entropie-Bedingung, 46
Entropie-Losung, 46
Erhaltungsgleichung, 17
Erste Variation, 109
Euler Gleichungen, 13
Euler-Lagrange Gleichung, 108
Euler-Lagrange Gleichungen, 107

Euler-Lagrange System der linearisierten

Elastizitat, 112

Fliissigkeit

inkompressible, 25
FliefSvorgange, 15
Folge

infimierende, 118

minimierende, 118
Formale Losung, 61
formale Reihe, 60
Fouriermethode, 58
Fourierreihe, 60
Funktional

konvexes, 129

strikt konvexes, 129

Galerkin Losung, 83, 105

Gemischtes Randwertproblem fiir die
Poissongleichung, 93

Geschwindigkeit, 16
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Geschwindigkeit der Kurve, 41
Greensche Funktion, 64, 68
Gronwallsche Ungleichung, 99

Hauptteil, 49
Helmholtz-Gleichung, 11, 25
hyperbolisch, 50
Hyperelastische Materialien, 132

Impuls, 24
inkompressible Fliissigkeit, 25
interface, 28

Kinematische Stromungsmodelle, 19
Klassifikation, 50

Klassische Formulierung, 89
Koerzitiviatsungleichung, 131
Koerzitivitat, 113
Koerzitivitdtsbedingung, 113, 114
Kontinuitatsgleichung, 18
Konvektion-Diffusions Gleichung, 23
Konvektion-Diffusionsgleichungen, 12
Konvergenzuntersuchungen, 67
konvex, 117

Konvexitat, 115, 131

Korrekt gestellte Probleme, 29
Kugelfunktionen, 64

Lagrange Dichtefunktion, 108
Lagrange-Funktion, 111
Lamé-Gleichungen, 12

Laplace Gleichung, 11, 51
Lax-Oleinik-Formel, 46

Lemma von Céa, 85

Lemma von Du Bois-Reymond, 74
Lemma von Lax-Milgram, 81
Lineare Advektionsgleichung, 18
Lokale klassische Losungen, 33

Massenerhaltungssatz, 17
Maximumprinzip, 65, 69
Maxwell-Gleichungen, 12
Methode

direkte, 128

indirekte, 129
Minimierung einer Oberfldche, 110
Minimum

globales, 108

lokales, 108

Navier-Stokes-Gleichungen, 13
Negative Ableitungsordnung, 87
Neumann Bedingung, 26
Neumannproblem

tir die Poissongleichung, 90
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Normalform, 52
Operatorgleichung, 97

p-Laplace-Gleichung, 13
parabolisch, 50
Partielle Differentialgleichung, 9
der Ordnung k, 9
homogene, 9
lineare, 9
quasilineare, 10
semilineare, 9
stark nichtlineare, 10
Poincaré-Friedrichs Ungleichung, 77
Poissonformel, 59, 64
Poissongleichung, 11
polykonvex, 132
Potentialgleichung, 24

Randbedingung, 26

Rankine-Hugoniot Bedingung, 41, 43

Reaktion-Diffusions Gleichungen, 23

Reaktions-Diffusions-Gleichung, 13

Reynolds’scher Transportsatz, 17

Rieszscher Darstellungssatz, 82

Robin Bedingung, 26

Robinproblem fiir die Poissongleichung,
92

Schockwelle, 44-46

Schockwellen, 30

Schrodinger-Gleichung, 11

schwach unterhalb folgenstetig, 120

Schwache Ableitungen, 75

Schwache Formulierung, 80, 90

Schwache Losung, 39, 106

Schwache Unterhalbstetigkeit, 118

Schwingungen, 23

elastische, 23

Separationsansatz, 59, 66

Skalare Erhaltungsgleichung, 13

Sobolev-Raum, 77

Sobolev-Slobodeskij Raum, 86

Sommerfeldsche
Ausstrahlungsbedingung, 28

Sprung, 41

Spuroperator, 88

Spurraum, 87

St. Venant Materialien, 134

Stationére Prozesse, 24

Stokes-Gleichungen, 12

strikt konvex, 117, 125

Stromdichte, 20

Sturm-Liouvillesches
Rand-Eigenwertproblem, 66
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System von m partiellen Differentialglei-
chungen, 10

Tréager einer Funktion, 74
Trajektorie, 16
Transformation

zuldssige, 52
Transmissionsbedingung, 28
Transmissionsproblem fiir die

Poissongleichung, 95

Transportgleichung, 12, 17
Transportvorgédnge, 15
Typeinteilung, 49

Variationslemma, 74
Verdiinnungsfécher, 45, 47
Verkehrsstromung, 19
Volumenkrifte, 23

Wirme

spezifische, 22
Wirmeleitfahigkeit, 11
Warmeleitfahigkeit, 22
Warmeleitung, 27
Wirmeleitungsgleichung, 11, 22, 51, 96
Wérmemenge, 22
Wairmestromdichte, 22
Wellengleichung, 11, 51, 106

Zuldssige Funktionenmenge, 108, 114
Zweite Variation, 115
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