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Numerische Mathematik 2

(Partielle Differentialgleichungen)

1. Man schreibe den zweidimensionalen Laplace-Operator

4u(x, y) =
∂2

∂x2
u(x, y) +

∂2

∂y2
u(x, y)

in Polarkoordinaten x = r cos φ und y = r sin φ.

Man zeige, dass die Funktion

u
α
(x, y) = u

α
(r, φ) = rα sin(αφ)

für (x, y) 6= (0, 0) Lösung der zweidimensionalen Laplace-Gleichung ist.

2. Für eine stetig differenzierbare Funktion u(x) mit u(0) = u(1) = 0 zeige man

1
∫

0

[u(x)]2dx ≤ c

1
∫

0

[u′(x)]2dx

mit einer geeigneten Konstanten c und diskutiere die Optimalität der Konstanten.

3. Gegeben sei die Funktion

u(x) =

{

0 fürx ∈ [0, 1

2
],

1 fürx ∈ (1

2
, 1].

Man bestimme diejenigen s ∈ (0, 1), für die der Ausdruck

1
∫

0

1
∫

0

[u(x) − u(y)]2

|x − y|1+2s

dxdy

beschränkt ist.

4. Man weiß, dass für u(x) =
√

x das Integral
1
∫

0

[u′(x)]2dx nicht existiert. Man zeige, dass

die Sobolev-Slobodeckii-Halbnorm (siehe Bsp. 3) dennoch für alle s ∈ (0, 1) existiert.

(Hinweis: Man verwende Polarkoordinaten und integriere über den Viertelkreis mit Radius√
2.)


