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5. Gegeben sei die Bilinearform

a(u, v) =

∫

Ω

n
∑

i,j=1

aji(x)
∂

∂xi
u(x)

∂

∂xj
v(x)dx +

∫

Ω

n
∑

i=1

bi(x)
∂

∂xi
u(x)v(x)dx +

∫

Ω

c(x)u(x)v(x)dx

für einen gleichmäßig elliptischen Differentialoperator und weiter gelte c(x) ≥ c0 > 0. Welche
Bedingung müssen an die Koeffizienten bi(x) gestellt werden, sodass

a(v, v) ≥ ca1 · ‖v‖
2
W 2

1
(Ω) für alle v ∈W 2

1 (Ω)

mit einer positiven Konstanten ca1 > 0 gilt.

6. Gegeben sei das Robin-Randwertproblem

−4u(x) = f(x) für x ∈ Ω,

γint
1 u(x) + κ(x)γint

0 u(x) = g(x) für x ∈ Γ.

Seien die Daten f ∈ H̃−1(Ω) und g ∈ H−1/2(Γ) gegeben. Außerdem sei κ(x) ≥ κ0 > 0 für alle x ∈
Γ erfüllt. Zeigen sie, dass die zugehörige Variationsformulierung eine eindeutig bestimmte Lösung
besitzt. (Bemerkung: Sie können den Normierungssatz von Sobolev verwenden (Rückseite))

7. Gegeben sei eine gleichmäßige Unterteilung des Intervalls [0, 1] (welches periodisch fortgesetzt
wird) in n Elemente. Außerdem seien stückweise lineare bzw. konstante Ansatzfunktionen φi(x)
bzw. ψi(x) wie folgt gegeben:

ψi(x) =

{

1 x ∈ [ i
n ,

i+1
n ],

0 sonst
für i = 0, . . . , n− 1,

φi(x) =















−(i− 1) + xn x ∈ [ i−1
n , i

n ],

i+ 1 − xn x ∈ [ i
n ,

i+1
n ],

0 sonst

für i = 0, . . . , n.

Dabei gilt aufgrund der periodischen Fortsetzung φ0 , φn.

1. Man zeige, dass wenn n gerade ist, die Stabilitätsbedingung

c‖µh‖1/2 ≤ sup
vh∈Vh

〈µh, vh〉

‖vh‖−1/2

nicht erfüllt ist (vh ∈ Vh = span{φi}, µh ∈ span{ψi}).



2. Man untersuche den Fall für ungerades n bezüglich der Konstanten in der Stabilitätsbe-
dingung.

3. Wie könnte man die Ansatzfunktionen modifizieren, sodass diese Probleme vermieden
werden.

Normierungssatz von Sobolev:

Sei f : W 1
2 (Ω) → R ein beschränktes lineares Funktional mit

0 ≤ |f(v)| ≤ cf‖v‖W 1

2
(Ω) für alle v ∈W 1

2 (Ω).

Folgt aus f(konstant) = 0 stets konstant = 0, so definiert

‖v‖W 1

2
(Ω),f :=

{

|f(v)|2 + ‖∇v‖2
L2(Ω)

}1/2

eine äquivalente Norm in W 1
2 (Ω).


